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 3صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 درس : منابع
 هاي اضافيتنها براي تمرين دکتر محمدرضا مهرگان  پژوهش عملياتي .1

   دکتر عادل آذر  1تحقيق در عمليات  .2

 
 در مورد درس :

 هدف در اين درس ، بدست آوردن يک فرمول رياضي است 

 آوريمها را بدست آورده و سپس يک تابع رياضي بدست ميها و اطلاعاتي که از مسئله داريم ، محدوديتبر اساس گزينه 

 گويند که کمي سنگين استمدل سازي مي شانجامد را بخبخشي که به آماده شدن اين تابع رياضي مي 

 ها در اين درس ، همگي برنامه ريزي خطي هستند زيرا بين متغيرها يک رابطة خطي وجود دارد. متغيرهايي با توان صفر يا يک به همراه برنامه ريزي
 يکسري ضرايب عددي

 

 :) خارج از درس ( قعي يک نمونه سئوال وا
 ر است:ي( به صورت زSingle Machine Schedulingن )يد تک ماشيتول يله زمانبندئمس

1

n

i i

i

Min Z w T


  )1( 

Subject to:   

i i iC r p  1,2,...,i n  )2( 

1ij jiX X  1,2,..., ; 1,2,..., ;i n j n i j    )3( 

i j ij iC C MX p   1,2,..., ; 1,2,..., ;i n j n i j    )4( 

i i iT C d  1,2,...,i n  )5( 

0iT  1,2,...,i n  )6( 

 0,1ijX  1,2,..., ; 1,2,..., ;i n j n i j    )7( 

0iC  1,2,...,i n  )8( 

 : لهئاين مسدر 

 n کار با زمان پردازش 
ip  )زمان توليد( 

  زمان دسترسي
ir شود()زماني که کاري به کارگاه سفارش داده مي 

  موعد تحويل
id  

 ريمه تاخير ج
iw  

اي است که مجموع وزني زمان تاخير تمام اي براي انجام کارها روي تک ماشين به گونهايد روي يک ماشين پردازش و تحويل شوند. هدف مساله تعيين توالي بهينهب
 له به صورت زير است: ئکارها کمينه شود. ساير اطلاعات مس

 M عددي به اندازه کافي بزرگ 

 
iC   زمان تکميل کارiُما 

 
ijX  کار برابر يک است اگرjُم بعد از کاراiُدر غير اينصورت. 0م انجام شود و ا 

  
iT خير کارأزمان تiُم از موعد تحويل آن.ا 

 
 سئوالات پايان ترم :

 ترسيمي 

 روش  هاي مختلفي بود :سيمپلکس که خود داراي نوعMثانويه  ؛ که دو روش اول ، شامل هر سه نوع محدوديت است. در روش  - ايدو مرحله - بزرگ
 سوم نيز ، تنها از محدوديت مساوي استفاده نخواهد شد.

 : نکات ثانويه که شامل موارد زير بود 

o  ايقيمت سايه -رابطة کمکي مکمل  -نوشتن ثانوية يک مسئله 

  مسائل حمل و نقل 

  : نمره 11چهار الي پنج سئوال 
  



 4صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 «فصل اول : مدل سازي رياضي » 
 مدل رياضي از يکسري اعدادي که در اختيار داريم بدست خواهد آمد.

 در مدل سازي ، هر مدل شامل سه مجموعة اساسي از عناصر است :

معمولاً آنها را با  له بدست آورد.أمتغيرهاي تصميم و پارامترها : اين متغيرها ، متغيرهاي مجهولي هستند که بايد مقدارشان را بعد از حل مس .1
1 2, ,..., nx x x  

 ، هر سه نوع را دارد ،توانند مثبت ، منفي ، صفر و يا آزاد در علامت باشند. براي مثال دما شود. ميدهيم و تابع هدف نيز بر حسب آنها نوشته مينشان مي
 تواند باشد.نميپس آزاد در علامت است. مقدار توليد يا صفر است و يا مثبت ولي منفي 

براي  روي انسانيپارامترها نيز معرف متغيرهاي کنترل شده هستند ؛ يعني مقدار ثابت براي آنها در نظر گرفته شده. مثلًا ميزان مصرفي از مواد خام يا ني
 توليد يک واحد محصول

و يا ترکيبي از آن دو  Min  ،Maxتواند بصورت باشد و ميتابع هدف يک تابع رياضي از متغيرهاي تصميم است که بيانگر هدف مدل مي تابع هدف : .2

 دهند.نشان مي Zبيان شود ) البته ترکيب آن دو در اين درس مطرح نخواهد شد (. اين تابع را معمولًا با 

. براي باشندهاي يک مسئله بصورت معادلات يا نامعادلاتي از متغيرهاي تصميم هستند که بيانگر قيدهاي ذکر شده در مسئله ميمحدوديت ها :محدوديت .3

 دهند.نمايش مي 460مثال ، يک مقدار حداکثري را بصورت 

 
 نکته :

 درآمد -هزينه   0سود يا درآمد  درآمد -هزينه   0ضرر يا هزينه  درآمد -هزينه   0سر به سر 
 

 مثال :
ود اي مدل سازي نمائيد که ستوجه به اطلاعات جدول زير ، مسئله را بگونهکند. اگر مقدار نيروي انساني و مواد اوليه محدود باشد ، با شرکتي سه محصول توليد مي

 اين شرکت ، حداکثر شود.
 

 مقدار در دسترس کمد :  صندلي :  ميز :  منابع

 نفر/ساعت   :210 1 2 5 نيروي کار

 کيلوگرم   :100 3 6 1 مواد اوليه

  2 5 3 سهم سود هر واحد
 

 نکات :

 يک واحد ، توليد است : پنج نفر نيرو براي توليد يک ميز هميشه اعداد براي 

 مقدار در دسترس يعني حداکثر : حداکثر چهارصد کيلوگرم مواد اوليه موجود است 

  دست پولي بواحد براي ميز داريم : براي يک ميز ، چهار کيلوگرم مواد اوليه و پنج نفر نيرو لازم است کار کنند تا يک ميز بدست آورده و با فروش آن سه
 آورد.

 با توجه به مقدار در دسترس ، در اين مسئله دو محدوديت داريم 

 
 مرحلة اول : بدست آوردن متغيرهاي تصميم : بايستي تابع هدف بر اساس اين متغيرها ساخته شود ، پس بايستي به هدف نگاه کرد.

1x تعداد توليد ميز : 
2x تعداد توليد صندلي : 

3x تعداد توليد کمد : 

با همين جملات ، متغيرها بوجود خواهد آمد.  ميز بايستي ساخته شود ؟  چند تايک ميز ، سه واحد پولي خواهد داشت ؛ پس 
1x تا ، کل توليد ميز است و

13x 

 سود کل حاصل از توليد ميز خواهد شد.
 

 شود. Maxشود ؛ يعني در واقع سود بايستي Max. که بايستي Zمرحلة دوم : تابع هدف : يعني
 خواهيم داشت :براي اين منظور يک نسبت ساده ميگيريم : براي يک ميز ، سه واحد پولي داريم. پس 

13x براي ميز 
25x براي صندلي 

32x براي کمد 
1 2 3 3 5 2Max Z x x x   

 

گيريم : براي يک ميز ، پنج نفر ؛ براي ها نيز يک نسبت ساده مي: براي محدوديت هامرحلة سوم : محدوديت
1xتا ، ؟ 

 : 
1 2 34 6 3 400x x x      : 

1 2 35 2 4 240x x x    

"توان پس از علامت بعد از تابع هدف ، محدوديت را مي . ."s t  هاي زير برقرار باشدنوشت. يعني اين تابع هدف است بطوريکه محدوديتنيز 
 

 به ظاهر مدل سازي تمام شده ولي يک مرحلة ديگر نيز وجود دارد و آنهم تعيين علامت متغيرهاي مسئله است. داريم :

0 , 1,2,3ix i      توان به اين صورت نوشت   يا مي 
1 2 3, , 0x x x   



 5صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 مثال :
ه اي مدل سازي رياضي نمائيد کله را بگونهأباشد. با توجه به اطلاعات جدول زير ، مسوظيفة يک شرکت حمل و نقل ، انتقال تلويزيون از سه کارخانه به سه شهر مي

 هزينة کل اين شرکت ، حداقل شود.
 

    هزينة حمل هر دستگاه تلويزيون از هر کارخانه به هر شهر 

 به اهواز به بوشهر به شيراز از کارخانه  تعداد تقاضا شهر  تعداد عرضة تلويزيون کارخانه

  16 11 11  150 شيراز    300تهران 

  11 12 13  250 بوشهر    200اراک 

  13 15 11  200 اهواز    200اصفهان 

 
 نکات :

 آيد ، مربوط به يک واحد است.مي اعدادي که در جدول هزينه ، سود و يا به طور کلي هدف 

 ها را از جدول شود. تعداد انديسچون دو عامل داريم ) مبدأ که کارخانه است و مقصد که شهر است ( ، بنابراين براي متغير ، دو انديس در نظر گرفته مي
 توانيد تشخيص دهيد. هدف نيز مي

 يگري را حرف در نظر بگيريم.در مواقعي که دو انديس داريم ، بهتر است يکي را عدد و د 

 گيرندها مورد استفاده قرار مياند ، معمولًا در تابع هدف و بقيه ، معمولًا در محدوديتاعدادي که در جدول هدف واقع شده 

 
 مرحلة اول : بدست آوردن متغيرهاي تصميم :

 i jx از کارخانة  يرا ، تعداد تلويزيون ارسالi  اُم به شهرj 1,2,3کنيم. پس داريم : اُم تعريف مي , , ,i j A B C   

 

 شود. Minشود ؛ يعني در واقع هزينه بايستي Min. که بايستي Zمرحلة دوم : تابع هدف : يعني
 :براي اين منظور يک نسبت ساده ميگيريم 

براي   واحد پولي 16براي يک دستگاه تلويزيون ، 
1Ax چه مقدار هزينه ؟ ،  

116 Ax  

1 1 1 2 2 2 3 3 3 16 18 11 14 12 13 13 15 17A B C A B C A B CMin Z x x x x x x x x x           

 
 ها :مرحلة سوم : محدوديت

. s t   

 : 1 1 1 300A B Cx x x     
2 2 2 200A B Cx x x    

3 3 3 200A B Cx x x    

   کل تلويزيون ارسالي از تهران به ساير شهرها 

    

 : 
3

1

150iA

i

x


   
3

1

250iB

i

x


  
3

1

200iC

i

x


  

    

 :  0 , 1,2,3 , , ,i jx i j A B C     

 
 نکته :

 ينصورت اتوانيم آينده نگري کنيم و مدل را طوري پياده سازي کنيم که حتي در صورت افزايش تعداد تقاضا ، نيازي به تغيير مدل نداشته باشيم. در مي
 تنها محدوديت دوم تغيير خواهد کرد و خواهيم داشت :

 : 
3

1

150iA

i

x


   
3

1

250iB

i

x


  
3

1

200iC

i

x


  

 
  



 6صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 مثال :
هزار هکتار هست و آنرا طبق جدول زير به سه قسمت تقسيم نموده است. اگر اين زمين براي کاشت سه محصول ذرت ، لوبيا  2يک کشاورز داراي زميني به مساحت 

 اي مدل سازي رياضي نمائيد که سود کل اين کشاورز ، حداکثر شود.گرفتن شروط زير ، مسأله را بگونه و پياز با توجه به اطلاعات زير مناسب باشد ، با در نظر
 

    توان در هر قطعه از زمين کشت هر محصول را مي
  سود هر هکتار حداکثر سطح قابل کشت محصول  متراژ ) هکتار ( قطعه نمود ، اما با دو شرط زير :

 هر قطعه زمين زير کشت رود  %60حداقل   600000 000 ذرت    500اول 

در هر قطعه زمين ، نسبت مساحت زير کشت به   150000 100 لوبيا    100دوم 
  300000 1000 پياز    100سوم  کل آن زمين ، با هم مساوي باشد 

 
 نکات :

 بوداي ما دو انديسه خواهند هدر اين مثال نيز ، دو عامل داريم پس متغير 

 هاي اول ، سوم و چهارم مربوط به قطعة زمين و محدوديت دوم مربوط به محصول استمحدوديت 

 جدول سود که در آن محدوديت دوم نيز وجود دارد مربوط به تابع هدف است 

 
 مرحلة اول : بدست آوردن متغيرهاي تصميم :

 i jx  را ، مقدار سطح کشت شده از محصولi  اُم در قطعه زمينj کنيم. پس داريم : اُم تعريف مي, , , 1,2,3i A B C j  

 
 مرحلة دوم : تابع هدف :

 براي اين منظور يک نسبت ساده ميگيريم :

براي  واحد پولي سود دارد 600000کشت يک هکتار ذرت ، 
1 2 3A A Ax x x  چه مقدار سود ؟ ،  

1 2 360000( )A A Ax x x   
3 3 3

1 1 1

 60000( ) 45000( ) 30000( )Aj Bj Cj

j j j

Max Z x x x
  

       

 
 ها :مرحلة سوم : محدوديت

. s t   

 ,  : 160%*500 300 500
C

i

i A

x


     
260%*800 480 800

C

i

i A

x


    
360%*700 420 700

C

i

i A

x


    

    

 : 
3

1

900Aj

j

x


   
3

1

700Bj

j

x


  
3

1

1000Cj

j

x


  

    

 : 
 مساحت زير کشت

 
 مساحت کل آن زمين

 

1 2 3

500 800 700

C C C

i i i

i A i A i A

x x x
   
  

 
 

    

 :  0 , , , , 1,2,3i jx i A B C j     

 
 نکته :

 محدوديت سوم و سمت راست مربوط به محدوديت اول است.ها در محدوديت اول و سوم ، مربوط به سمت چپ نامساوي 

 .در محدوديت چهارم ، کسرها طرفين وسطين شده و در نهايت بصورت يک معادله و بدون کسر نوشته خواهد شد 

  



 7صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 مثال :
کند. اگر حداقل احتياجات اين مؤسسه تأمين مييک مؤسسة دامداري ، خوراک مورد نظر براي دام خود که حاوي عناصر مورد نياز براي دام است ، طبق جدول زير 

 اي مدل سازي رياضي نمائيد که هزينة کل اين مؤسسه ، حداقل شود.هم طبق جدول زير باشد ، مسأله را بگونه
 

  خوراک دام 

  حداقل احتياجات روزانه يونجه  مادة آلي  ذرت  عناصر سود بخش

 200 10 20 00 قند 

 110 60 10 30 پروتئين 

 150 10 20 10 ويتامين 

 --- 15 11 21 قيمت

 
 نکات :

 باز هم در اينجا دو عامل در اختيار داريم 

 ) چون قيمت در مقابل خوراک دام قرار گرفته ، جمع مقادير از عناصر مربوط به يک خوراک در قيمت آن ضرب خواهد شد ) مربوط به تابع هدف 

  باشد ) محدوديت دوم (صفر تواند نمي، عنصر سود بخش در يک خوراک 

 
 مرحلة اول : بدست آوردن متغيرهاي تصميم :

 i jx  عنصر سود بخش را ، مقدارi  خوراک داماُم درj کنيم. پس داريم : اُم تعريف مي, , , 1,2,3i A B C j  

 
 مرحلة دوم : تابع هدف :

1 1 1 2 2 2 3 3 3 21( ) 18( ) 15( )A B C A B C A B CMin Z x x x x x x x x x           

 
 ها :مرحلة سوم : محدوديت

. s t   

 : 
 براي خوراک يونجه براي خوراک مواد آلي براي خوراک ذرت

1 2 390 20 40 200A A Ax x x     
1 2 330 80 60 180B B Bx x x    

1 2 310 20 40 150C C Cx x x    

   

 :  0 , , , , 1,2,3i jx i A B C j     

 
  



 8صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 مثال :
متري بوده و  25کند. طول الوارهاي شرکت ، همگي يک شرکت توليد کنندة مصالح ساختماني ، براي الوار در سه اندازه مختلف طبق جدول زير سفارش دريافت مي

اده هاي برش داي باشد که کل تختهسازي رياضي نمائيد که برش الوارها بگونه اي مدلهاي سفارش شده ، برش دهد. مسأله را بگونهشرکت بايد الوارها را به اندازه
 شده ، حداقل شود.

 
 اندازه تعداد سفارش

 متر 1 100

 متر 0 1200

 متر 10 300
 

25 m 
 نکات :

 بررسي شود. براي اين منظور از کوچکترين سايز و با بيشترين تعدادي که روي يک الوار  ههاي داده شدبايستي تمامي حالات برش روي يک الوار با اندازه
 خواهيم داشت : کنيم.آيد ، شروع ميبدست مي

 

متري 1هاي الوار ترکيب حالت  

7 m 7 m 7 m 4 m
 

1x  : 

7 m 7 m 9 m 2 m
 

2x  : 

7 m 7 m 10 m
1 
m  

3x  : 

7 m 9 m 9 m
 

4x  : 

متري 0هاي الوار ترکيب حالت  9 m 10 m 6 m
 

5x  : 

متري 10 هاي الوارترکيب حالت  10 m 10 m 5 m
 

6x  : 

 

 باشد.، ضايعات مي) هاشور خورده ( هاي مورد نظر ما همخواني ندارد هاي فوق ، تمامي قطعات بريده شده از سمت راست که با هر يک از اندازهدر حالت 

 نخواهد بود ) براي مثال سه قطعة هفت متري داريم ولي سه قطعة نه متري نداريم (هاي فوق ، بعضي حالات امکان پذير در ترکيب حالت 

 توان دو قطعة نه متري کنيم ) در ترکيب حالت الوار نه متري ميهاي فوق ، بعضي حالات ممکن است تکرار شود که ما آنها را حذف ميدر ترکيب حالت
 ماند که در نتيجه با يکي از حالت الوار هفت متري دقيقاً مانند هم خواهد شد (در اول برش داد. در اينصورت يک قطعة هفت متري مي

 

 مرحلة اول : بدست آوردن متغيرهاي تصميم :

ix به روش هاي بريده شدهرا ، تعداد چوب i  هاي انجام شده روي الوارها به روش يا تعداد برشاُمi  1,2,3,4,5,6کنيم. پس داريم : تعريف مياُمi  
 

 مرحلة دوم : تابع هدف :
6

1

 i

i

Min Z x


   

 ها :مرحلة سوم : محدوديت
 قطعة هفت متري داريم. چند بار اين روش استفاده شود ؟متري داريم : براي هر بار استفاده از روش اول روي يک الوار ، سه  1براي مثال در محدوديت روي الوار 

. s t   

 : 
 الوار ده متري الوار نه متري الوار هفت متري

1 2 3 43 2 2 700x x x x      
2 4 52 1200x x x    

3 5 62 300x x x    
   

 : 0 , 1,2,3,4,5,6ix i    



 9صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 مثال :
داند. قيمت خريد و فروش در هر ماه طبق جدول زير است. ظرفيت انبار اين ماه آينده مي 1يک شرکت بازرگاني ، قيمت خريد و فروش يک کالاي معين را طي 

 2از ماه اول ، ـشود. در آغن ميداري شده تعييـاي ندارد. فرض کنيد تعداد فروش در آغاز هر ماه توسط تعداد خريباشد اما هزينههزار واحد مي 10شرکت ، حداکثر 
 اي مدل سازي رياضي نمائيد تا اين شرکت حداکثر سود را بدست آورد.موجود است. مسأله را بگونههزار واحد کالا در انبار 

 

 اُم iماه   

  1 2 3 1 

  قيمت خريد
iC 5 6 1 1 

  قيمت فروش
iP 1 1 6 1 

 

 نکته :

 ) ... توجه داشته باشيد که در اين مثال تنها يک عامل داريم ولي اين عامل ، نوع متغيرهاي تصميم آن متفاوت است ) خريد ، فروش و 

 
 مرحلة اول : بدست آوردن متغيرهاي تصميم :

ix  مقدار کالاي خريداري شده در ماه ،i  : 1,2,3,4اُم. پس داريمi  

iy  مقدار کالاي آماده براي فروش در ماه ،i  : 1,2,3,4اُم. پس داريمi  

iz  مقدار کالاي موجود در انبار در آغاز ماه ،i  : 1,2,3,4اُم. پس داريمi  

 
 مرحلة دوم : تابع هدف :

4 4

1 1

 i i i i

i i

Max Z P y C x
 

     

 
 ها :مرحلة سوم : محدوديت

. s t   

  ( محدوديت در کالاهاي موجود در انبار :
1 2000z  ) 

4 4 10000z x  
3 3 10000z x  

2 2 10000z x   
1 1 10000z x  

    
 محدوديت در تعداد کالا براي فروش : 

4 4 4y z x  
3 3 3y z x  

2 2 2y z x   
1 1 1y z x  

    
 محدوديت متغيرها : 

1,2,3,4i  0iz  0iy   0ix  

 
  



 11صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 « خطيحل مسائل برنامه ريزي :  دومفصل » 
 روش ترسيمي حل مسائل برنامه ريزي خطي :

ه پردازيم. روش به اينگونها ميشود که حداکثر داراي سه متغير تصميم يک انديسه باشند که در اين درس ما به بررسي دو متغيرههايي محدود مياين روش به مدل

ها را به متغير  xاست که محور
1x و محورy  ها را به متغير

2x پردازيم ؛ به اينصورت که ابتدا معادلة هاي مدل ميدهيم. سپس به ترسيم محدوديتنسبت مي

فرض تساوي ( و بعد از آن در صورتي که محدوديت بصورت نامعادله باشد ،  کنيم ) منظور از معادلة حدي ، محدوديت مدل است باها را رسم ميحدي محدوديت
و نقاط  شودکنيم. به اين ناحيه ، ناحية موجّه گفته ميها رسم شد ، ناحية اشتراک آنها را پيدا ميکنيم. پس از اينکه همة محدوديتمنطقة مربوط به آنرا مشخص مي

 شود که نقطة بهينه ، يکي از همين نقاط است.گويند که البته متناهي هستند. اثبات مياط گوشة موجّه ميها روي اين ناحيه را ، نقتلاقي محدوديت
 

 مثال : ) تقريباً مانند مثال صفحة دوم ولي با دو محصول (
 مدل زير را به روش ترسيمي حل کنيد.

1 2 40 50Max Z x x    

. s t   

 : 1 22 40x x      : 1 24 3 120x x      : 1 2, 0x x    

 

 : 
1 2

1 2

1 2

0 , 20
2 40

40 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
  : 

1 2

1 2

1 2

0 , 40
4 3 120

30 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 

 
 نکته :

  آوريم و در مرحلة بعد بصورت عکس عمل کنيم. و متغير ديگر را بدستداده بهترين راه براي بدست آوردن نقاط فوق ، اين است که يک متغير را صفر 
 

40

30

20

10

10 20 30 40
A

B

C

D

ناحي  مو ه م ل

ن ا   و   مو ه

 

40

30

20

10

10 20 30 40

 

 

40

30

20

10

10 20 30 40

 

 
 

 براي پيدا کردن نقطة بهينه دو راه وجود دارد :
دهيم. هر کدام که تابع هدف آنها را در تابع هدف قرار ميکنيم. سپس روش محاسباتي : در اين روش ابتدا مختصات همة نقاط گوشة موجه را مشخص مي .1

 را به بهترين شکل خود رساند ، نقطة بهينه است.

 براي مثال فوق خواهيم داشت :

(0,0) 40(0) 50(0) 0AA Z      

(0,20) 40(0) 50(20) 1000BB Z      
 

محورها عمود کنيد ؛ بلکه بايستي مشخصات دقيق نقطه را بدست آوريد. پس يک دستگاه بصورت زير توانيد به نمي Cتوجه داشته باشيد که براي نقطة
 خواهيم داشت :

1 2 1 2

2 2 1

1 2 1 2

2 40 4 8 160( 4)
5 40 8 , 24

4 3 120 4 3 120

x x x x
C x x x

x x x x

       
         

    
  

(24,8) 40(24) 50(8) 1360CC Z      

(30,0) 40(30) 50(0) 1200D      
* * *

1 224 , 8 , 1360Cx x Z Z       
 

 بت توليد شود تا کارخانه به حداکثر سود خود برسد.دهد که محصول بايستي با اين نسو اين نشان مي



 11صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 Maxاي که در ناحية موجه مدل قرار گيرد. سپس با توجه بهکنيم بگونهروش آزمون و خطا : در اين روش تابع هدف را به ازاي يک مقدار دلخواه رسم مي .2

شود. اين  مماسنقطه از ناحية موجه ،  آخريندهيم تا جايي که به بودن تابع هدف ، خط تابع هدف را در جهت افزايش يا کاهش حرکت مي Minو يا
 نقطه ، نقطة بهينه است.

 

 نکته : 
 اشدو از بزرگي قابل قبولي نيز برخوردار بکنيم که بر ضرايب متغيرها تقسيم پذير بوده )مقدار اعشاري بدست نيايد ( اين مقدار دلخواه را طوري انتخاب مي

 

 اگر نقطة بهينه در مثال فوق را بخواهيم به روش دوم بدست آوريم ، خواهيم داشت :

40

30

20

10

10 20 30 40
A

B

C

D

Z=400 Z=800 Z=1360

ا زاي 

 

 : 
1 2

1 2

1 2

0 , 8
40 50 400

10 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 

 

 : 
1 2

1 2

1 2

0 , 16
40 50 800

20 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 

 
* * *

1 224 , 8 , 1360Cx x Z Z      

 

 يادآوري :

  فوق ، خطي که از نقاطدر شکلB وD د ، پس بر اين دو نقطه ، مماس نخواهد بود. همچنين کنبه دو نيم خط تقسيم ميرا خط نقطة فوق ، گذرد ، مي

، نقطة بهينه  C، تابع هدف بالاترين مقدار خود را دارد ؛ پس نقطة Cاين دو نقطه مماس است ولي در نقطةگذرد ، بر مي Cو Aخطي که از نقاط
 در مدل ما خواهد بود.

 
 
 

 بررسي موارد خاص در برنامه ريزي خطي :
 آنها را بررسي خواهيم کرد :چهار حالت خاص در برنامه ريزي خطي وجود دارد که 

 

 کران :حالت اول : ناحي   واب بي
 کران دارد. در اينصورت دو حالت ممکن است بوجود آيد :هايي ختم نشود ، مسئله ، ناحية جواب بيهرگاه ناحية جواب مدل از يک سمت به محدوديت يا محدوديت

 مسئله جواب داشته باشد 

 مسئله جواب نداشته باشد 

مون و آز تگي به تابع هدف دارد. در اين حالت ، به دست آوردن نقطة بهينة مسئله از روش محاسباتي ممکن است جواب ندهد و لذا بايستي آنرا به روشکه اين بس
 خطا بدست آورد.

 
  



 12صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 مثال : مدل زير را به روش ترسيمي حل کنيد.

1 2 6 2Min Z x x    

. s t  

 : 1 22 4 16x x      : 1 24 3 24x x      : 1 2, 0x x    

 

 : 
1 2

1 2

1 2

0 , 4
2 4 16

8 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
  : 

1 2

1 2

1 2

0 , 8
4 3 24

6 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 

 
 براي نقطة بهينه هم خواهيم داشت :

 

 : 
1 2

1 2

1 2

0 , 12
6 3 36

6 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
  : 

1 2

1 2

1 2

0 , 10
6 3 30

5 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 

* * *

1 20 , 8 , 24Ax x Z Z      

 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

10 12

12

10

 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

12

10

10 12

 
  

8

6

4

2

2 4 6 8

A

B

C
10 12

12

10

کا  

 

8

6

4

2

2 4 6 8

A

B

C
10 12

12

10

 
 

 کرانحالت خاص : ناحية جواب بي



 13صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 مثال : مدل زير را به روش ترسيمي حل کنيد.

1 2 3 4Max Z x x    

. s t  

 : 1 22 8x x    : 1 22 6x x     : 1 3x    : 1 2 10x x    : 1 2, 0x x   

 
 :  :  : 

1 2

1 2

1 2

0 ,  10
10

10 ,  0

x x
x x

x x

 
   

 
 

1 2

1 2

1 2

0 ,  3
2 6

1 ,  3.5

x x
x x

x x

 
    

 
  

1 2

1 2

1 2

0 ,  8
2 8

4 ,  0

x x
x x

x x

 
   

 
 

 
 براي نقطة بهينه هم خواهيم داشت :

 

 : 
1 2

1 2

1 2

0 , 3
3 4 12

4 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
  : 

1 2

1 2

1 2

0 , 3.75
3 4 15

5 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 

 

 آيد ، بصورت زير بدست خواهد آمدهاي اول و دوم بدست ميکه از برخورد محدوديت Cمختصات نقطة
 

1 2 1 2

2 2 1

1 2 1 2

2 8 2 8
5 20 4 , 2

2 6 2 4 122

x x x x
C x x x

x x x x

    
        

      
  

(2,4) 3(2) 4(4) 22CC Z      
* * *

1 22 , 4 , 22Cx x Z Z       
 

8

6

4

2

2 4

 

10

 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

10

10

 

8

6

4

2

2 4

 

10

 

8

6

4

2

2 4
A

B

C

10

D

E
Z=15

Z=12

Z=22

ا زاي 

 

8

6

4

2

2 4
A

B

C

10

D

E

 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

10

10

 



 14صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 حالت دوم :  اق  ناحي  مو ه )  اق   واب ( :
دل هاي مکرد که همة محدوديت اين حالت در دنياي واقعي ، معمولًا به علت اشتباه بودن مدل ، اتفاق خواهد افتاد. هرگاه در يک مسئله نتوان ناحية مشترکي پيدا

 در آن صادق باشد ، آنگاه مسئله فاقد ناحية موجه و لذا فاقد جواب است.
 

 مثال : مدل زير را به روش ترسيمي حل کنيد.

1 2 5 3Max Z x x    

. s t  

 : 1 24 2 8x x     : 1 4x     : 2 6x     : 1 2, 0x x   
 

1 2

1 2

1 2

0 , 4
4 2 8

2 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 :    

8

6

4

2

2 4 6 8



 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

 
 اين مدل فاقد ناحية موجه است و لذا جواب ندارد.

 

  



 15صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 چن  انه : حالت سوم :  واب بهين 
 داراي جواب بهينة چندگانه باشد. تواندميها ، با خط تابع هدف موازي باشد ، مسئله هرگاه در يک مدل برنامه ريزي خطي ، معادلة حدي يکي از محدوديت

 نرا بررسي کنيم.ها برابر باشد ، ممکن است جزء اين حالت باشد ولي بايستي آاگر در يک مدل ، شيب تابع هدف با شيب يکي از محدوديت
 

 مثال : مدل زير را به روش ترسيمي حل کنيد.

1 2 40 30Max Z x x    

. s t  

 : 1 22 40x x      : 1 24 3 120x x      : 1 2, 0x x    

 

 : 
1 2

1 2

1 2

0 , 20
2 40

40 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
  : 

1 2

1 2

1 2

0 , 40
4 3 120

30 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 

 
 براي نقطة بهينه هم خواهيم داشت :

1 2

1 2

1 2

0 , 20
40 30 600

15 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
:   

 

40

30

20

10

10 20 30 40

 

 

40

30

20

10

10 20 30 40

 

 

40

30

20

10

10 20 30 40
A

B

C

D

Z=600

ا زاي 

Z=1200

 

40

30

20

10

10 20 30 40
A

B

C

D

 
 

 باشد. براي مثال داريم :مي Z*يکساني هستند که همان Zاست که همة اين نقاط داراي CDجواب بهينه ، هر نقطه روي پاره خط
*(24,8) 1200CC Z Z   *(30,0) 1200DD Z Z     

 دانستيم.هاي قبلي ميرا از مثال Cکه البته مختصات نقطة
 

 نکته :

,ها را از روش محاسباتي حل کنيم ، بايستي مختصات هر يک از نقاطاگر بخواهيم اين نوع مثال , ,A B C D درا در تابع هدف قرار دهيم. در اينصورت خواهي 

C,فهميد که نقاط D مقدارZ .يکساني دارند. پس جزء حالت خاص جواب بهينة چندگانه قرار خواهند گرفت 



 16صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 حالت چهارم :  واب تَبَهْگِنْ :
نة مدل نيز ة بهيکه اگر اين گوشه ، گوش نامنداي ، از بيش از دو معادلة حدي ) يعني سه و يا بيشتر ( تشکيل شده باشد ، آن گوشه را گوشة تبهگن ميهرگاه گوشه

 باشد ، مسئله داراي جواب بهينة تبهگن خواهد بود. 
 

 مثال : مدل زير را به روش ترسيمي حل کنيد.

1 2 4 6Max Z x x    

. s t  

 : 1 26 4 24x x     : 2 3x     : 1 25 10 40x x     : 1 2, 0x x   

 

 : 
1 2

1 2

1 2

0 , 6
6 4 24

4 , 0

x x
x x

x x

 
  

 
  : 

1 2

1 2

1 2

0 , 4
5 10 40

8 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 

 

8

6

4

2

2 4 6 8



 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

 
 

 محدوديت سوم را اعمال کنيم ، خواهيم داشت :هاي اول و دوم را رسم کرده و سپس اگر ناحية بدست آمده از محدوديت

8

6

4

2

2 4 6 8
A

B
C

D



 

8

6

4

2

2 4 6 8
A

B
C

D

 
 

ندارد. لذا هيچ نقشي در محدودة بدست آمده از برخورد دو محدوديت اول و دوم بدست آمده و محدوديت سوم  Cهمانطور که از اشکال فوق مشخص است ، نقطة
 : پردازيمنامند. لذا اين نقطه ، گوشة تبهگن است. حال به بررسي نقطة بهينه از روش محاسباتي ميمحدوديت سوم را اصطلاحاً محدوديت زائد يا تباه شده مي

 

(0,0) 4(0) 6(0) 0AA Z      

(0,3) 4(0) 6(3) 18BB Z      

2 *

2 1

1 2

3
(?,?) 3 , 2 4(2) 6(3) 26

3 4 24
C

x
C x x Z Z

x x


        

 
  

(4,0) 4(4) 6(0) 16DD Z      

 و چون گوشة بهينه همان نقطة بهينه در مدل شد ، اين مدل داراي جواب بهينة تبهگن است.



 17صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 تمرين : مدل زير را به روش ترسيمي حل کنيد.

1 2 6 2Max Z x x    

. s t  

 : 1 22 2x x      : 1 4x      : 1 2, 0x x    

 

1 2

1 2

1 2

2 , 2
2 2

1 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
:   

 
 براي نقطة بهينه هم خواهيم داشت :

 

 : 
1 2

1 2

1 2

3 , 3
6 2 12

2 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
  : 

1 2

1 2

1 2

2 , 3
6 2 6

1 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 

 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

 

8

6

4

2

2 4 6 8
A

B

C

ا زاي 

 

8

6

4

2

2 4 6 8
A

B

C

 
 

  کران است.اين مدل ، جزء حالت اول ، يعني حالت جواب بي

 آيد ، بصورت زير بدست خواهد آمدهاي اول و دوم بدست ميکه از برخورد محدوديت Cمختصات نقطة

1 *

1 2

1 2

4
(?,?) 4 , 6 6(4) 2(6) 12

2 2
C

x
C x x Z Z

x x


        

 
  

* * *

1 24 , 6 , 12Cx x Z Z       

 
  



 18صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 ( : Simplexروش سيمپلکس ) 
وش ، براي اين رکنيم تا اينکه بهترين گوشه پيدا شود. اي بهتر حرکت ميدر حل مسائل به روش سيمپلکس ، از مبدأ مختصات شروع کرده و از يک گوشه به گوشه

 م :کنيهاي زير را دنبال ميروش ، گاماين براي حل مسئله به حل مسائل بهينه سازي خطي با متغيرهاي يک انديسه که از يک نوع بوده ، قابل استفاده است و 
 کنيم. يعني :ابتدا مدل را به فرم استاندارد تبديل مي .1

a. تابع هدف مسئله بايدMax باشد که اگر نبود ، با ضرب يک منفي در طرفين معادلة تابع هدف ، آنرا از حالتMin بهMax  تبديل
 کنيم. مي

b. آنها ، متغير ها به فرم کوچکتر مساوي باشد ، به سمت چپ آوريم. به اين شکل که اگر محدوديتهاي مدل را به فرم تساوي در ميمحدوديت
ه فرم ها بکنيم تا محدوديتکنيم و اگر به فرم بزرگتر مساوي باشد ، متغير کمکي ) مازاد ( را از سمت چپ کم ميکمکي ) کمبود ( را اضافه مي

0Sدهند و داريمنشان مي Sتساوي تبديل شوند. معمولًا اين متغير را با  شود.. گاهي به متغير کمکي ، متغير برابرساز نيز گفته مي 

کنيم. اين جدول در ابتداي مسئله بايد داراي دو شرط کنيم و جدول سيمپلکس را رسم ميمقادير سمت راست تابع هدف را به سمت چپ منتقل مي .2
 اساسي زير باشد :

a. .ضريب متغيرهاي اساسي در سطر تابع هدف بايد صفر باشند 

b. .متغيرهاي اساسي در جدول بايد تشکيل ماتريس يکه دهند 

 ناميم.ترين ضريب در سطر تابع هدف باشد. ستون مربوط به اين متغير را ، ستون لولا ميانتخاب متغير ورودي : متغير ورودي متغيري است که داراي منفي .3

ستون لولا باشد. سطر مربوط به اين متغير را ،  مثبتمت راست بر عناصر حاصل تقسيم مقادير س حداقلانتخاب متغير خروجي : متغيري است که داراي  .1
 نامند.ناميم و عددي که در تقاطع سطر و ستون لولا قرار دارد را ، عدد لولا ميسطر لولا مي

 کنيم :پس از مشخص شدن متغيرهاي ورودي و خروجي ، جدول بعدي سيمپلکس را با استفاده از دو فرمول زير ايجاد مي .5

a.   سطر لولاي جديد = 
  سطر لولاي قديم

 عدد لولا
    

b.   ) مقدار سطر جديد =مقدار سطر قديم  -) مقدار سطر لولاي جديد * ضريب ستون لولا 
 ضريب ستون لولا : عددي است در ستون لولا و مقابل سطر لولا

اما قبل از آن بايد شرط بهينگي جدول را بررسي نمود که اگر جدول بهينه باشد  کنيم.پس از ايجاد جدول جديد ، از گام سوم مجدداً الگوريتم را تکرار مي .6
 ايم.به جواب نهايي مسئله رسيده

 باشد ، آنگاه جدول بهينه است. غير منفي، ها در بازة متغيرشرط بهينگي : اين است که هرگاه در سطر تابع هدف ، همة مقادير 
 

 نکات :

 کمکي در تابع هدف نيز وجود دارند ولي ضرايب آنها صفر است. توجه داشته باشيد که متغيرهاي 

 ها سطر وجود دارد ) البته به غير از سطر صفرم که مربوط به تابع هدف است (هميشه در هر تابلو از جدول سيمپلکس ، به تعداد محدوديت 

 ي اساسي نيستند ، مقدارشان برابر صفر است.هميشه در هر تابلو از جدول سيمپلکس ، متغيرهايي که در بازة متغيرها موجودند ول 

 .هر محدوديت در جدول سيمپلکس يک نماينده دارد که در شروع کار همان متغيرهاي کمکي هستند 

 .تابع هدف جزء بازة متغيرها نيست 

 .مقادير سمت راست در جدول سيمپلکس ، هيچ نقشي در تعيين تابع بهينه ندارند 

  متغيري که قرار است به عنوان متغير اساسي وارد تابلوي بعدي در جدول سيمپلکس شود. امتغيرهمتغير خروجي : از بين بازة ، 

 يرد.متغير ورودي : از بين متغيرهاي اساسي ، متغيري که قرار است از متغيرهاي اساسي در تابلوي بعدي حذف و به جاي آن متغير خروجي قرار بگ 

  



 19صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 کنيد.مثال : مدل زير را به روش سيمپلکس حل 

1 2 40 50Max Z x x   

. s t    

 : 
1 22 40x x    : 

1 24 3 120x x     : 
1 2, 0x x    

 

 را مشاهده نمائيد ( صفحة اين اين مدل درتوانيد شکل مربوط به کنيم : ) براي درک بهتر ميدر گام اول ، مدل را به فرم استاندارد بازنويسي مي
 

1 2 1 2 40 50 0 0 0Max Z x x s s      

. s t    

 : 
1 2 12 40x x s     : 

1 2 24 3 120x x s      : 
1 2, 0x x     : 

1 2, 0s s   
 

 هم اکنون مدل آماده است تا درون جدول سيمپلکس قرار گيرد.
 

م  ير اي اساسي

سطر صفرم
مربو  به تابع    

سطر اول
مربو  به مح وديت اول

سطر دوم
مربو  به مح وديت دوم

1 -40 -50 0 0

0 1 2 1 0

0 4 3 0 1

م ادير سمت راست
Right Hand Side (RHS)

0

40

120

باز  م  ير ا

 ر  اول در رس    ول 
سيمپلکس در اب  اي مسئله

 ر  دوم در رس    ول 
سيمپلکس در اب  اي مسئله

م  ار م  ير کمکي اول
در مب   م   ا 

م  ار م  ير کمکي دوم
در مب   م   ا 

A

سطر لو س ون لو 
 

 نکات :

 .جدول فوق ، تابلوي اول جدول سيمپلکس است 

  در اين تابلو داريم: 

1 2 1 20 , 0 , 40 , 120x x s s      

 است ؛ يعني همان مبدأ مختصات. Aکه اين ، مشخصات نقطة 

در اينجا ، به 
1s 2وs که معادلشود. معني آن اين است که اگر هيچ محصولي توليد نکرده باشيد ، نيروي کار استفاده گفته مي ، منابع بلا (

1s  ) و است

) که معادلمواد اوليه شما 
2s  ، ) استفاده (. استفاده نشده است ) منابع بلااست 

 برقرار باشد.و در تابلوي اول کنيم که دو شرط ابتدائي مسئله در جدول سيمپلکس تنها در صورتي تابلوهاي بعدي را رسم مي 

  کنيم.، اقدام به تعيين متغيرهاي ورودي و خروجي مي) نکتة قبلي ( اگر تابلوي اول درست بود 

 ستون ترين سود را در بين محصولات دارد. در نتيجهولي چرا ؟ زيرا بالا -50دد در سطر مربوط به تابع هدف : ترين عتعيين منفي
2x  .ستون لولاست ،

همچنين متغير
2x متغير ورودي خواهد بود. ولي اين متغير به جاي کدام متغير کمکي ) يعني ،

1s يا
2s بايد قرار بگيرد ؟ ) 

1 2 1 2

40 120
: 20 , : 40

2 3
s s s s      

پس
1s متغير خروجي و سطر اول ، سطر لولا در مدل ما خواهد بود. در نتيجه متغير

2x جايگزين متغير
1s  در تابلوي بعدي خواهد بود. همچنين عدد

 است. 2لولا برابر 
 

 توان از نکات زير استفاده کرد :براي نوشتن تابلوي بعدي ، مي

 ستون مربوط به تابع هدف يا همانZ .همواره ثابت است ، 

 .در ستون لولا : عدد لولا برابر يک و مابقي صفر خواهند شد 

  مربوط به متغيري که در تابلوي قبلي اساسي بوده و در تابلوي بعدي هم اساسي خواهد ماند ، هيچ تغييري نخواهد کرد.ستون 

 .سعي کنيد مقادير تابلوي جديد را ، سطر به سطر محاسبه کرده و درون تابلوي جديد قرار دهيد 
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1 2 1 2

0

2

2

40 ( 50 0.5) 0 ( 50 0.5) 0 ( 50 2

. .
| |

1 0 0

| |0 0.5 1 0.5 0 20

0)

4 (3 0.5) 0 (3 0.5) 120| 0 0 1 (3 20)|

x x s sZ R H S

Z

x

s

         

     

  

 و خواهيم داشت :

1 2 1 2

0

2

2

15 25 1000

0 0.5 1 0.5 0

. .
| |

1 0 0

| |

| 0 0 1 |

2

5 3 60
2

0

2

x x s sZ R H S

Z

x

s





 

 نکات :

 .جدول فوق ، تابلوي دوم جدول سيمپلکس است 

  ( هنوز عدد منفي وجود دارد ، ) ( ، پس باز هم بايستي ادامه دهيم. 15-چون در بازة متغيرها و در سطر صفرم ) مربوط به تابع هدف 

 : در اين تابلو داريم 

1 2 1 20 , 20 , 0 , 60x x s s      

کيلوگرم از  60نفر کار کرده و  10واحد از محصول دوم ، بايستي  20است. معني آن در دنياي واقعي اين است که براي توليد  Bکه اين ، مشخصات نقطة 
 مواد اوليه مصرف شوند.

 در نتيجه ستون-15ترين عدد در سطر مربوط به تابع هدف : تعيين منفي .
1x ستون لولاست. همچنين متغير ،

1x  متغير ورودي خواهد بود. ولي اين ،

متغير به جاي کدام متغير کمکي ) يعني
2x يا

2s بايد قرار بگيرد ؟ ) 

2 2 2 2

20 60
: 40 , : 24

50.5
2

x s s x      

پس
2s  لولا در مدل ما خواهد بود. در نتيجه متغيرمتغير خروجي و سطر دوم ، سطر

1x جايگزين متغير
2s  در تابلوي بعدي خواهد بود. همچنين عدد

5لولا برابر 
2

 است. 
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|

2
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Z

x

x
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
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 و خواهيم داشت :

1 2 1 2

0

2

1

16 6 1360

4 1
8

5

. .
| |

1 0 0

| 0

3 2
0 1 0 24

5

0 1

|

5
|

5
|

x x s sZ R H S

Z

x

x





 

 نکات :

 .جدول فوق ، تابلوي سوم جدول سيمپلکس است 

 وق ، چون در بازة متغيرها و در سطر صفرم ، عدد منفي ديگري وجود ندارد ، پس به شرط بهينگي مدل رسيده و نيازي به ادامه دادن نيست. جدول ف
 باشد.جدول بهينة مدل ما مي

 : در اين تابلو داريم 
* * *

1 1 2 2 1 224 , 8 , 0 , 0 , 1360x x x x s s Z         

 است. Cکه اين ، مشخصات نقطة 

 



 21صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 تمرين : مدل زير را به روش ترسيمي و سيمپلکس حل نمائيد.
1 2 3Max Z x x     . s t  

 : 
1 9x     : 

2 7x     : 
1 22 22x x     : 

1 24 32x x     : 
1 2, 0x x    

 

 : 
1 2

1 2

1 2

8 , 6
2 22

6 , 10

x x
x x

x x

 
   

 
  : 

1 2

1 2

1 2

0 , 8
4 32

8 , 6

x x
x x

x x

 
   

 
 

 «براي نقطة بهينه هم خواهيم داشت » 

 : 
1 2

1 2

1 2

0 , 2
3 6

6 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
  : 

1 2

1 2

1 2

0 , 3
3 9

9 , 0

x x
x x

x x

 
   

 
 

  

  

8
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4

2

2 4 6 8 10

10

 

 

8
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2 4 6 8 10

10

 

 

8

6
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2 4 6 8 10

10

 

 

8
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2

2 4 6 8 10
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 

 

8
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8

6

4

2

2 4 6 8 10

10

A

B C
D

E

F

ا زاي 

 
* * *

1 28 , 6 , 26Dx x Z Z       
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 براي روش سيمپلکس خواهيم داشت :

1 2 1 2 3 4 3 0 0 0 0 0Max Z x x s s s s          . s t  

 

 : 
1 1 9x s     : 

2 2 7x s     : 
1 2 32 22x x s      : 

1 2 44 32x x s      : 
1 2 1 2 3 4, , , , , 0x x s s s s    

 
 

31 2 1 2 4

0

1

2

3

4

. .
| |

1 1 3 0 0 0 0 0

| 0 1 0 1 0 0 0 | 9

| 0 0 0 1 0 0 | 7

| 0 2 1 0 0 1 0 | 22

| 0 1 4 0 0 0 1 | 32

1

sx x s s sZ R H S

Z

s

s

s

s

 

 

 «تابلوي اول » 

ستون لولا = متغير ورودي =
2x 

سطر لولا = متغير خروجي =
2s 

 1عدد لولا =

  Aنقطة
 شرط بهينگي = 

 شرط ادامه دادن = 

  

  

31 2 1 2 4

0

1

2

3

4

. .
| |

1 1 0 0 3 0 0 21

| 0 1 0 1 0 0 0 | 9

| 0 0 1 0 1 0 0 | 7

| 0 2 0 0 1 1 0 | 15

| 0 0 0 4 01 1 | 4

sx x s s sZ R H S

Z

s

x

s

s







 

 «تابلوي دوم » 

ستون لولا = متغير ورودي =
1x 

سطر لولا = متغير خروجي =
4s 

 1عدد لولا =

  Bنقطة
 شرط بهينگي = 
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. .
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1 0 0 0 1 0 1 25

| 0 0 0 1 4 0 1 | 5
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 «تابلوي سوم » 

ستون لولا = متغير ورودي =
2s 

سطر لولا = متغير خروجي =
3s 

 7عدد لولا =

  Cنقطة
 شرط بهينگي = 

  

  

31 2 1 2 4

0

1

2

2

1

. .
| |

1 51 0 0 0 0 26
7 7

4 1| 0 0 0 1 0 | 1
7 7

1 2| 0 0 1 0 0 | 6
7 7

1 2| 0 0 0 0 1 | 1
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4 1| 0 1 0 0 0 | 8
7 7
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Z

s

x
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x




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 «تابلوي چهارم » 

  Dنقطة
 شرط بهينگي = 

  

 
* * *

1 1 2 2 1 2 3 48 , 6 , 1 , 1 , 0 , 0 26Dx x x x s s s s Z Z              
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 بزرگ : Mروش 
 شود. هاي بزرگتر مساوي و يا مساوي هستند ، بکار برده ميبراي حل مسائلي که داراي محدوديت

ل قرار ـدمعمولًا مبدأ مختصات جزء ناحية موجه م) که در خط قبل ذکر شد ( از آنجائيکه شروع جدول سيمپلکس از مبدأ مختصات است و در اينگونه مسائل 
ر گيرد. متغير مصنوعي ، نه متغير کمبود است و نه متغيا بطور کاذب بزرگ کنيم که اين کار با استفاده از متغير مصنوعي صورت ميرد ، ناچاريم ناحية موجه رـگينمي

واقعي  و شود و هيچ معناي فيزيکيکند که مبدأ مختصات به عنوان يک جواب موجه اساسي تلقي ميمي بزرگتراي مازاد.  متغير مصنوعي ، ناحية موجه مدل را بگونه
 کنيم :هاي زير را به ترتيب طي ميندارد. بنابراين در اينگونه مسائل ، گام

 کنيم.ها را با استفاده از متغير کمکي برابر ميو محدوديت Maxگام اول : استاندارد سازي مسئله ؛ يعني تابع هدف را .1

، ناحية  Rکنيم. با اضافه کردنمساوي هستند ، اضافه مي بزرگترهايي که به فرم مساوي و يا را به سمت چپ محدوديت Rگام دوم : متغير مصنوعي .2
 شود. موجه بطور کاذب بزرگ مي

عي ، از تابع هدف استفاده افه شدن متغير مصنوگام سوم : براي جلوگيري از قرار گرفتن جواب بهينه روي يکي از نقاط گوشة منطقة موجه ناشي از اض .3

در تابع هدف تعلق  Rمثبت است ( به متغير مصنوعي و، عددي بسيـار بزرگ  Mبزرگ ) که Mاي معادلشود ؛ يعني در تابع هدف ، جريمهمي

 کنيم.است ، کم مي Maxرا از سمت راست تساوي تابع هدف که بصورت MRدارگيرد ؛ يعني مقمي

 ، در جدول نهايينمائيم. اگر مسئله داراي نقطة موجه و جواب بهينه باشد ، گام چهارم : در مرحلة بعدي ، مسئله را به روش سيمپلکس معمولي حل مي .1

 صفر خواهد شد که اگر صفر نشد ، يعني اين مسئله فاقد جواب است. Rمقدار متغير مصنوعي

 

 را مشاهده نمائيد ( ين صفحهاتوانيد شکل مربوط به اين مدل در بزرگ حل نمائيد. ) براي درک بهتر مي Mزير را به روش مسألةمثال : 
 

1 2 6 2Min Z x x     . s t  

 : 1 22 4 16x x      : 1 24 3 24x x      : 1 2, 0x x    
 

  کنيم.استاندارد باز نويسي ميباشد. پس ابتدا آنرا بصورت مي Minمسئله بصورت

 

1 2 (- ) 6 2Max Z x x      . s t  

 : 1 2 12 4 16x x s      : 1 2 24 3 24x x s      : 1 2 1 2, , , 0x x s s    
 

 .کنيمآنرا براي حل بوسيلة سيمپلکس معمولي آماده ميکرده و مبدأ مختصات جزء محدودة ما نيست. پس متغير مصنوعي را در آن اعمال 
 

1 2 1 2 1 2 1 2 (- ) 6 2  (- ) 6 2 0Max Z x x MR MR Max Z x x MR MR              . s t  

 : 
1 2 1 12 4 16x x s R      : 

1 2 2 24 3 24x x s R      : 
1 2 1 2 1 2, , , , , 0x x s s R R   

 

 توانيم اطلاعات را درون جدول سيمپلکس قرار دهيم :حال مي
 

1 2 1 2 1 2

0
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. .
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| 0 2 4 1 0 1 0 | 16

| 0 4 3 0 1 0 1 | 24

x x s s R RZ R H S

Z M M

R

R







  

 نکات :

 ضريب متغيرهاي اساسي در براي ادامه دادن را دارد ولي شرط اول در آن بر قرار نيست )  مشود. زيرا شرط دوبه تابلوي فوق ، تابلوي مقدماتي گفته مي
 باشد (صفر سطر تابع هدف بايستي 

 براي اينکه ضريب متغيرهاي اساسي يا همانMدهيم که هيچ تغييري در نتيجة مدل ها را صفر کنيم ، يک عمل سطري روي ماتريس فوق انجام مي

) سطر        نخواهد داشت :
1M R   سطر ( + )

2M R  سطر صفرم = سطر صفرم + ) 

 هايي که بايد صفر باشند حذف شده و لذا تابلوي مقدماتي قابل تبديل به تابلوي اول خواهد شد.از ستون Mدر نتيجة عمليات فوق ، متغير

 هر محدوديت ، يک نماينده ) سطر ( در جدول سيمپلکس دارد و اولويت باR .اگر استR وجود نداشت ازS کنيم.استفاده مي 

 
 تابلوي اول جدول سيمپلکس بصورت زير خواهد بود :

  : ستون لولا
2x  

  : سطر لولا
1R  

  : 4عدد لولا 

1 2 1 2 1 2

0

1

2

. .
| |

1 6 6 7 2 0 0 40

| 0 2 1 0 1 0 | 16

| 0 4 3 0 1 0 1 | 2

4

4

x x s s R RZ R H S

Z M M M M M

R

R

     




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 «تابلوي دوم » 

  : ستون لولا
1x  

  : سطر لولا
2R  

  : 5 عدد لولا
2

 

1 2 1 2 1 2

0

2

2

. .
| |

5 3 71 11 0 0 12 85
2 4 2 4 2

1 1 1| 0 1 0 0 | 4
2 4 4

3 3| 0 0 1 1 | 2
2

1
4 4

5

x x s s R RZ R H S

Z M MM M M

x

R

     





 

 
 نکته :

  نقطة  دومنقطة بدست آمده در تابلوي ،
1 20 , 4x x   ن نقطه در ناحية موجه است که اگر شکل مدل را رسم کنيد ، خواهيد فهميد که اي

  قابل تشخيص است.، نيز  قرار دارد، جزء متغيرهاي اساسي  Rاز اينکه هنوز متغير  ،کاذب است. اين نکته 

 

 «تابلوي سوم » 

  : ستون لولا
1s  

  : سطر لولا
1x  

  : 3 عدد لولا
10

 

1 2 1 2 1 2

0

2

1

. .
| |

1 0 0 1 2 1 2 16

82 1 2 1| 0 0 1

3
10

|
5 5 5 5 5

32 2 24| 0 1 0 |
5 10 5 5

x x s s R RZ R H S

Z M M

x

x

    

 



 

 
 نکته :

  نقطة بدست آمده در تابلوي سوم ، نقطة برخورد دو محدوديت است که داخل ناحية موجه است ، زيرا ديگر متغيرR .جزء متغيرهاي اساسي قرار ندارد ، 

 

 «تابلوي چهارم » 
 شرط بهينگي : 

1 2 1 2 1 2

0

2

1

. .
| |

1 2 0 0 1 1 24

4 1 1| 0 1 0 0 | 8
3 3 3

10 4 4| 0 0 1 1 | 16
3 3 3

x x s s R RZ R H S

Z M M

x

s

  



 

 

 
 نکته : 

  به شرط بهينگي رسيديم ولي در اينگونه مسائل ، بايستي ببينيم متغيرR   از متغيرهاي اساسي حذف شده يا خير. اگرR  حذف شده باشد ، به جواب

 حذف شده است. Rالبته در اينجا  حذف نشده باشد ، مدل فاقد جواب بهينه خواهد بود. Rايم ؛ ولي اگر بهينة مدل رسيده
* * *

1 20 , 8 , ( 24) 24x x Z         

، به اين علت است که در ابتدا مسئله را استاندارد سازي نموديم که در طي آن ، با ضرب يک منفي در تابع   Z*توجه کنيد که منفي اول در محاسبة 

 تبديل نموديم. Maxرا به  Minهدف ، 

 رديم و لذا مواد اولية مربوط به آن آزاد و بلا استفاده خواهد شد.تابلوي فوق در دنياي واقعي بدين معني است که محصول اول را از چرخة توليد بيرون آو 

 

 نک ه بسيار مه  و کاربردي :
 ها ، سه حالت کلي پيش خواهد آمد :جهت استاندارد سازي محدوديت

R,به متغيرهاي   آنگاه   مساوي باشد بزرگترمحدوديت مدل ،  .1 S  .نياز خواهيم داشت 

 نياز خواهيم داشت.  Sتنها به متغير   آنگاه   تر مساوي باشدمحدوديت مدل ، کوچک .2

 نياز خواهيم داشت.  Rتنها به متغير   آنگاه    محدوديت مدل ، مساوي باشد .3

 
 نکته : 

  متغيرS  يا متغير برابر ساز ، بسته به محدوديت ، اضافه و يا کسر خواهد شد ؛ در حاليکه متغيرR .همواره اضافه خواهد شد 
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 ها (حل نمائيد. ) مثال کامل شامل انواع محدوديت بزرگ Mزير را به روش مسألةمثال : 
1 2 3 3Min Z x x x      . s t   

 : 
1 2 32 11x x x     : 

1 2 34 2 3x x x       : 
1 32 1x x      : 

1 2 3, , 0x x x   
 

 ها را به مساوي.تبديل کنيم ، سپس محدوديت Maxابتدا بايستي تابع هدف را به 
1 2 3 (- ) 3Max Z x x x    . s t  

 : 
1 2 3 12 11x x x s      : 

1 2 3 2 14 2 3x x x s R       

 : 
1 3 22 1x x R      : 

1 2 3 1 2 1 2, , , , , , 0x x x s s R R   
 

 را از تابع هدف کم کنيم. MRبوجود آمد ، بايستي  Rحال که متغير 
1 2 3 1 2 (- ) 3Max Z x x x MR MR      . s t  

 

 بريم. خواهيم داشت :حال همه جملات در تابع هدف را به يک سمت مي
1 2 3 1 2 (- ) 3 0Max Z x x x MR MR              . s t  

 : 
1 2 3 12 11x x x s      : 

1 2 3 2 14 2 3x x x s R       

 : 
1 3 22 1x x R      : 

1 2 3 1 2 1 2, , , , , , 0x x x s s R R   
 

 «تابلوي مقدماتي » 
 شرط اول : 
 شرط دوم : 

نکته : بررسي شرط دوم ، براي 
 شودمتغيرهاي اساسي انجام مي

31 2 1 2 1 2

0

1

1

2

| |
1 3 1 1 0 0 0

| 0 1 2 1 1 0 0 0 | 11

| 0 4 1 2 0 1 1 0 | 3

| 0 2 0 1 0 0 0 1 | 1

xx x s s R RZ RHS

Z M M

s

R

R

 



 



 

 «تابلوي اول » 

ستون لولا : 
3x  

سطر لولا : 
2R  

 1عدد لولا : 

31 2 1 2 1 2

0

1

1

2

| |
1 6 3 1 3 1 0 0 0 4

| 0 1 2 1 1 0 0 0 | 11

| 0 4 1 2 0 1 1 0 | 3

| 0 2 0 0 0 0 11 | 1

xx x s s R RZ RHS

Z M M M M M

s

R

R

      



 



 

 «تابلوي دوم » 

ستون لولا : 
2x  

سطر لولا : 
1R  

 1عدد لولا : 

31 2 1 2 1 2

0

1

1

2

| |
1 1 1 0 0 0 3 1 1

| 0 3 2 0 1 0 0 1 | 10

| 0 0 0 0 1 1 2 | 1

| 0 2 0 1 0 0 0 1 | 1

1

xx x s s R RZ RHS

Z M M M M

s

R

x

      

 

 



 

 «تابلوي سوم » 

ستون لولا : 
1x  

سطر لولا : 
1s  

 3عدد لولا : 

31 2 1 2 1 2

0

1

2

3

| |
1 1 0 0 0 1 1 1 2

| 0 0 0 1 2 2 5 | 12

| 0 0 1 0 0 1 1 2 | 1

| 0 2 0 1 0 0 0 1 1

3

|

xx x s s R RZ RHS

Z M M

s

x

x

    

 

 



 

 «تابلوي چهارم  »
 شرط بهينگي : 

به اين علت مدل داراي جواب 
است ؛ زيرا ديگر متغير اساسي 

R  نداريم 

31 2 1 2 1 2

0

1

2

3

| |
1 1 1 21 0 0 0 2

3 3 3 3

51 2 2| 0 1 0 0 | 4
3 3 3 3

| 0 0 1 0 0 1 1 2 | 1

72 4 4| 0 0 0 1 | 9
3 3 3 3

xx x s s R RZ RHS

Z M M

x

x

x

  



 



 

 
* * * *

1 2 34 , 1 , 9 , (2) 2x x x Z         در اين حالت ميگوئيم : توليد ، هزينه بر است   
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 اي يا دو  ازي :روش دو مرحله
بزرگ  Mمساوي دارند. روش ديگر براي اين نوع مسائل ، همان روش  بزرگترهايي از نوع مساوي و يا گيرد که محدوديتاين روش براي مسائلي مورد استفاده قرار مي

 است ولي دو نکته حائز اهميت است :
کنيد ، مسئله در نهايت به يک سيمپلکس ساده تبديل خواهد بزرگ براي حل آن استفاده  Mاگر مسئله داراي محدوديت کوچکتر مساوي باشد و از روش  .1

اي بزرگ و دو مرحله Mدر واقع ، دو روش آخر ، يعني  اي قابل حل نخواهد بود.شد و به جواب خواهد رسيد ؛ درحاليکه به هيچ عنوان از روش دو مرحله
 قابل استفاده خواهند بود.مساوي  بزرگترهاي مختلط و يا از نوع مساوي يا براي مسائلي با محدوديت

 ارائه شد.، بزرگ  Mاي به علت ثبات کم محاسبات کامپيوتري در روش روش دو مرحله .2

 اين روش شامل دو مرحله به شرح زير است :

به جاي تابع  Minلت : در اين مرحله ، مجموع متغيرهاي مصنوعي را در حا پيدا کردن جواب موجه ابتدائي با استفاده از تابع هدف مصنوعي:  مرحلة اول .1

نمائيم. ) حالت کلي اين مجموع بصورت هدف اصلي در مسئله قرار داده و شروع به حل مسئله مي
0 iMin R R   است (. اگر مسئله داراي يک

م تواني. در اين حالت مياندناحية موجه باشد ، مقدار اين تابع هدف مساوي با صفر خواهد شد و اين بدان معني است که همة متغيرهاي مصنوعي صفر شده
 به مرحلة دوم رفته و حل مسئله را ادامه دهيم.

: از تابلوي بهينة بدست آمده در مرحلة اول ، به عنوان جواب اوليه براي ر مسئله ده از تابع هدف اصلي دن جواب بهينة مسئله با استفادپيدا کر:  دوممرحلة  .2

کنيم ؛ يعني به جاي رديفمسئله استفاده مي
0R در تابلوي نهايي مرحلة اول ، تابع هدف اصلي مسئله به فرمMax و سپس عمليات  گيردقرار مي

 گيرد تا به حواب بهينه برسيم.معمول سيمپلکس ، پس از کنترل شرايط متغيرهاي اساسي انجام مي

 
 اي حل کنيد :مثال : مسألة زير را به روش دو مرحله

1 2 3 2 . Min Z x x x s t      

 : 
1 2 3 6x x x     : 

1 2 32 2 4 8x x x       : 
2 32 3 10x x     : 

1 2 3, , 0x x x   

 

 ها را به مساوي.تبديل کنيم ، سپس محدوديت Maxابتدا بايستي تابع هدف را به 
1 2 3 ( ) 2 . Max Z x x x s t   

 : 
1 2 3 1 6x x x R      : 

1 2 3 22 2 4 8x x x R      

 : 
2 3 32 3 10x x R      : 

1 2 3 1 2 3, , , , , 0x x x R R R   

 
 مرحلة اول :

 يم :کناي بايد حل شود ، لذا تابع هدف مصنوعي را ايجاد ميوش دو مرحلهبه دليل اينکه مسأله به ر
0 1 2 3 . Min R R R R s t     

 : 
1 2 3 1 6x x x R      : 

1 2 3 22 2 4 8x x x R      

 : 
2 3 32 3 10x x R      : 

1 2 3 1 2 3, , , , , 0x x x R R R   

 

 تبديل کنيم ؛ يعني استاندارد سازي : Maxابتدا بايستي تابع هدف مصنوعي را به 

0 1 2 3 0 1 2 3 ( )  ( ) 0 . Max R R R R Max R R R R s t            

 : 
1 2 3 1 6x x x R      : 

1 2 3 22 2 4 8x x x R      

 : 
2 3 32 3 10x x R      : 

1 2 3 1 2 3, , , , , 0x x x R R R   

 

 «تابلوي مقدماتي » 
 شرط اول : 
 شرط دوم : 

3 31 2 1 2

0

1

2

3

| |
1 0 0 0 1 1 1 0

| 0 1 1 1 1 0 0 | 6

| 0 2 2 4 0 1 0 | 8

| 0 0 2 3 0 0 1 | 10

x Rx x R RR RHS

R

R

R

R





 

 
 نکته :

  ( قرار همواره براي ايجاد شرط اساسي اول در هر تابلو ، سطرهاي مربوط به متغيرهاي اساسي را در قرينة عددي که در ضريب سطر صفرم ) تابع هدف
دهيم. همواره پس از انجام اين فرآيند ، سطرهاي مربوط به گرفته ضرب کرده و مجموع آن را با سطر صفرم جمع کرده و به جاي سطر صفرم قرار مي

 متغيرهاي اساسي هيچ تغييري نکرده و شرط اساسي اول در سطر صفرم برقرار خواهد شد. در اين مثال داريم :

( * سطر  -1)  [سطر صفرم + 
3R [  +]  (1-  سطر * )

2R [  +]  (1-  سطر * )
1R [ سطر صفرم = 

 اين دو شرط اساسي ، همواره و در هر تابلو بايستي برقرار باشد تا ادامة حل مسأله ، امکان پذير باشد.
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 «تابلوي اول » 

ستون لولا : 
3x  

سطر لولا : 
2R  

 4عدد لولا : 

3 31 2 1 2

0

1

2

3

| |
1 1 5 8 0 0 0 24

| 0 1 1 1 1 0 0 | 6

| 0 2 2 0 1 0 | 8

| 0 0 2 3 0 0 1

4

| 10

x Rx x R RR RHS

R

R

R

R

   



 

 «تابلوي دوم » 

ستون لولا : 
1x  

سطر لولا : 
1R  

3 عدد لولا : 
2

 

3 31 2 1 2

0

1

3

3

| |
1 3 1 0 0 2 0 8

1 1| 0 0 1 0 | 4
2 4

1 1 1| 0 1

3

0 0 | 2
2 2 4

3 31| 0 0 0 1 | 4
2 2 4

2

x Rx x R RR RHS

R

R

x

R

   







 

 «تابلوي سوم » 
 شرط بهينگي : 

 «تابلوي نهايي در مرحلة اول » 

31 2 2

3

31

0

3

1

| |
31 0 0 0 2 0 0

2

2 1| 0 |
3

810 1 0
3 3

1020 0 1
3

6

1 1| 0 |
33 6

1| 0 0 0 0 1 1 | 0
2

xx xR

x

x

RR R RHS

R

R







 

 نکات :

 پردازيم. تابع هدف صفر شده ، تابلو ، بهينه شد. در اين زمان به بررسي شروط ميR  دارند ، مقدار آنها برابر صفر استها هم حذف شده و يا اگر وجود .
 پس تابلوي نهايي مرحلة اول ، به اولين تابلو در مرحلة دوم تبديل خواهد شد.

 شد ، ناحية موجه کاذب از بين نرفته بود و لذا مسأله ، جواب بهينه نداشت و قادر به ادامه دادن آن نبوديم.توجه داشته باشيد که اگر تابع هدف صفر نمي 

 
 وم :مرحلة د

 چون متغيرهاي مصنوعي ، يعنيRالبته اگر متغير برابر ساز يا همان  شوند.اند ، از بازة متغيرها حذف ميها صفر شدهs  وجود داشت ، اين نوع متغيرها
 هم به جدول جديد منتقل خواهند شد.

 شوند.متغيرهاي اساسي از آخرين تابلوي مرحلة اول منتقل شده و نوشته مي در سطرهاي تابلوي جديد هم ، تنها 

 در سطر صفرم ، ضرايب در تابع هدف اصلي مسئله و البته به فرمMax تابع هدف اصلي به شکل زير است :نوشته خواهد شد . 

1 2 3( ) 2 0Max Z x x x       
 

 «تابلوي مقدماتي » 
 شرط اول : 
 شرط دوم : 

31 2

0

1

3

| |
1 1 2 1 0

81| 0 1 0 |
3 3

102| 0 0 1 |
3 3

xx xZ RHS

Z

x

x

  

 

 

( * سطر  1+)  [سطر صفرم +     براي بر طرف کردن عدم شرط اول
3x [  +]  (+1  سطر * )

1x [ سطر صفرم = 
 

 «تابلوي اول » 
 شرط بهينگي : 

31 2

0

1

3

| |
1 0 3 0 6

81| 0 1 0 |
3 3

102| 0 0 1 |
3 3

xx xZ RHS

Z

x

x



 

 

* * * *

1 2 3
8 10, 0 , , (6) 6

3 3
x x x Z         
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 بررسي موارد خاص در برنامه ريزي خطي :
ه د که در اينجا بهمانطور که در قبل به بررسي چهار حالت خاص در برنامه ريزي خطي پرداختيم ، اين چهار حالت در جداول سيمپلکس نيز ممکن است اتفاق بيفت

 کرد :بررسي آنها پرداخته و قواعد آنها را ذکر خواهيم 
 

 حالت اول :  واب بهين  چن  انه :
 در سطر صفرم در تابلوي بهينه ، برابر با صفر باشد ، آن مسئله داراي جواب بهينة چندگانه است. غير اساسيهرگاه ضريب يک متغير قاعده : 

داراي جواب بهينة چندگانه باشد ولي در اينجا و با  توانستميها برابر بود ، مسئله توجه داشته باشيد که در قبل ، اگر شيب تابع هدف با شيب يکي از محدوديت
 داراي جواب بهينة چندگانه است. قطعاًشرايط فوق ، مسئله 

 
 مثال : حالات خاص در مدل زير را بررسي نمائيد :

1 2 3 2 3 . Max Z x x x s t     

 : 
1 2 32 3 10x x x     : 

1 2 5x x     : 
1 1x     : 

1 2 3, , 0x x x   
 

 پس از استاندارد سازي و بردن جملات در تابع هدف به يک سمت خواهيم داشت :
1 2 3 2 3 . Max Z x x x s t     

 : 
1 2 3 12 3 10x x x S      : 

1 2 2 5x x S      : 
1 3 1x S     : 

1 2 3 1 2 3, , , , , 0x x x S S S   
 

 و داريم :

 «تابلوي اول » 

ستون لولا : 
3x  

سطر لولا : 
1S  

 3عدد لولا : 

3 31 2 1 2

0

1

2

3

| |
1 1 2 3 0 0 0 0

| 0 31 2 1 0 0 | 10

| 0 1 1 0 0 1 0 | 5

| 0 1 0 0 0 0 1 | 1

x Sx x S SZ RHS

Z

S

S

S

  

 

 «تابلوي دوم » 
 شرط بهينگي : 

3 31 2 1 2

0

3

2

3

| |
1 0 1 0 0 10

101 2 1| 0 1 0 0 |
3 3 3 3

| 0 1 1 0 0 1 0 | 5

| 0 1 0 0 0 0

0

1 | 1

0

x Sx x S SZ RHS

Z

x

S

S

 

* * * *

1 2 3
100 , 0 , , 10

3
x x x Z      

 نکته :

  يک نقطه بدست آورديم.تاکنون به شرط بهينگي رسيديم ولي بايستي الزاماً حداقل دو نقطه بدست آورده باشيم و ما 

 ندارند ،  دپس بايستي يک تابلوي ديگر نيز ادامه دهيم. ولي با شرط بهينگي و با در نظر گرفتن اينکه در سطر صفرم يعني تابع هدف هيچ عدد منفي وجو

چگونه ادامه دهيم ؟ در اينجا ، يکي از متغيرهاي غير اساسي يعني 
1 2,x x  دهيم :ه ميرا به دلخواه انتخاب کرده و ادام 

ستون لولا : 
2x  : ؛ سطر لولا

2s  : 1؛ عدد لولا 

  توجه داشته باشيد که براي انتخاب سطر لولا نيز دو متغير در اختيار داشتيم ؛ يعني
2 3,S x ائيد که عدد توانيد سطري را انخاب نم. در اينگونه مواقع مي

 لولاي بدست آمده در اثر آن ، اعشاري نباشد.

 «تابلوي دوم » 
 شرط بهينگي : 

3 31 2 1 2

0

3

2

3

| |
1 0 0 1 0 10

1 1 2| 0 0 1 0 | 0
3 3 3

| 0 1 1 0 0 1 0 | 5

| 0 1 0 0 0

0 0

0 1 | 1

x Sx x S SZ RHS

Z

x

x

S

  

* * * *

1 2 30 , 5 , 0 , 10x x x Z      

 ولي کافيست.توانيم ادامه دهيم ؛ يکساني داريم و با توجه به نکتة فوق باز هم مي Zمسلماً در اين نقطه هم ،
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 حالت دوم :  اق  ناحي  مو ه )  اق   واب ( :
 بزرگتراي ( ، حداقل يکي از متغيرهاي مصنوعي ، مقدار بزرگ و چه به روش دو مرحله Mچه به روش  -قاعده : اگر در تابلوي آخر سيمپلکس ) يعني تابلوي بهينه 

 اهد بود.از صفر داشته باشد ، مدل فاقد ناحية موجه ) فاقد جواب ( خو
 

 مثال : حالات خاص در مدل زير را بررسي نمائيد :

1 2 4 3 . Max Z x x s t   

 : 
1 2 3x x    : 

1 22 3x x     : 
1 4x     : 

1 2, 0x x   

 
 نياز و بردن جملات در تابع هدف به يک سمت خواهيم داشت :پس از استاندارد سازي ، افزودن متغيرهاي مورد 

1 2 1 4 3 0 . Max Z x x MR s t     

 : 
1 2 1 3x x S     : 

1 2 22 3x x S      : 
1 3 1 4x S R      : 

1 2 1 2 1, , , , 0x x S S R   

 
 خواهيم داشت :

 «تابلوي مقدماتي » 
 شرط اول : 
 شرط دوم : 

31 2 1 2 1

0

1

2

1

| |
1 4 3 0 0 0 0

| 0 1 1 1 0 0 0 | 3

| 0 2 1 0 1 0 0 | 3

| 0 1 0 0 0 1 1 | 4

Sx x S S RZ RHS

Z M

S

S

R

 





 

( * سطر M) [ سطر صفرم +    براي بر طرف کردن عدم شرط اول
1R [ سطر صفرم = 

 «تابلوي اول » 

ستون لولا : 
1x  

سطر لولا : 
2S  

 2عدد لولا : 

31 2 1 2 1

0

1

2

1

| |
1 4 3 0 0 0 4

| 0 1 1 1 0 0 0 | 3

| 0 1 0 1 0 0 | 3

| 0 1 0 0 0 1 1 |

2

4

Sx x S S RZ RHS

Z M M M

S

S

R

   





 

 «تابلوي دوم » 

ستون لولا : 
1x  

سطر لولا : 
2S  

 2عدد لولا : 

31 2 1 2 1

0

1

1

1

| |
51 0 0 05 2 6

2 2 2

31| 0 0 1 0 0 |
2 2

31 1| 0 1 0 0 0 |
2 2 2

51 1| 0 0 0 1 1
2

2

2

3

|
2

Sx x S S RZ RHS

M MZ M M

S

x

R

   





 

 

 «تابلوي سوم » 
 شرط بهينگي : 

31 2 1 2 1

0

2

1

1

| |
10 11 0 0 0 2 11

3 3

2 1| 0 0 1 0 0 | 1
3 3

1 1| 0 1 0 0 0 | 2
3 3

1 1| 0 0 0 1
3

21 |
3

Sx x S S RZ RHS

M MZ M M

x

R

x

   



  

 

 نکته :

  اگر به تابلوي فوق توجه کنيد خواهيد فهميد که تابلو ، بهينه است ؛ ولي متغير
1R .صفر نشده است. لذا مسئله فاقد ناحية موجه و لذا فاقد جواب است 

 



 31صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 کران :حالت سوم : ناحي   واب بي
 ة بهينه در اين ناحيه بستگي به تابع هدف داشت.در قبل ، ناحية رسم شده در اين حالت از يک طرف کران نداشت و نقط

 جي به دليل مثبت نبودنقاعده : هرگاه در تابلوي آخر سيمپلکس ) که الزاماً بهينه هم نخواهد بود ( امکان انتخاب متغير ورودي وجود داشته باشد ولي متغير خرو
 کران است.ية جواب بيضرايب ستون لولا قابل تعريف نباشد ، مدل برنامه ريزي خطي داراي ناح

 
 مثال : حالات خاص در مدل زير را بررسي نمائيد :

1 2 6 2 . Max Z x x s t   

 : 
1 22 2x x    : 

1 4x    : 
1 2, 0x x   

 
 داشت :پس از استاندارد سازي و بردن جملات در تابع هدف به يک سمت خواهيم 

1 2 6 2 0 . Max Z x x s t    

 : 
1 2 12 2x x S     : 

1 2 4x S    : 
1 2 1 2, , , 0x x S S   

 
 خواهيم داشت :

 «تابلوي اول » 

ستون لولا : 
1x  

سطر لولا : 
1S  

 2عدد لولا : 

1 2 1 2

0

1

2

| |
1 6 2 0 0 0

| 0 1 1 0 | 4

| 0 1 0 0 1 |

2

4

x x S SZ RHS

Z

S

S

 

 

 «تابلوي دوم » 

ستون لولا : 
2x  

سطر لولا : 
2S  

1عدد لولا : 
2

  

1 2 1 2

0

1

2

| |
1 0 5 3 0 6

1 1| 0 1 0 | 1
2 2

1| 0 0 1
2

|1 3
2

x x S SZ RHS

Z

x

S







 

 «تابلوي سوم » 
 شرط بهينگي : 

1 2 1 2

0

1

2

| |
1 0 0 10 36

| 0 1 0 0 1 | 4

| 0 0 1 1 2 | 6

2

x x S SZ RHS

Z

x

x 



 

 نکته :

 مود. لذا توان متغير خروجي را تعيين نتوان انتخاب نمود ولي به دليل مثبت نبودن عناصر ستون لولا ، نميبه تابلوي فوق توجه کنيد ، ستون لولا را مي اگر
 کران است.مسئله داراي جواب بي

  



 31صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 حالت چهارم :  واب تبهگن :
متغيرهاي اساسي آن گوشه ، در سمت راست تابلوي سيمپلکس ، داراي مقدار صفر باشد. توجه داشته قاعده : شرط تبهگن بودن يک گوشه آن است که حداقل يکي از 

 شود.مي باشيد که الزاماً اين تابلو ، تابلوي بهينه نخواهد بود. اگر اين تابلو ، تابلوي بهينه نباشد ، به اين گوشه ، گوشة تبهگن موقت گفته
 

 بررسي نمائيد :مثال : حالات خاص در مدل زير را 

1 2 4 6 . Max Z x x s t    

 : 
1 26 4 24x x    : 

2 3x     : 
1 25 10 40x x     : 

1 2, 0x x   

 
 پس از استاندارد سازي و بردن جملات در تابع هدف به يک سمت خواهيم داشت :

1 2 4 6 0 . Max Z x x s t     

 : 
1 2 16 4 24x x S     : 

2 2 3x S     : 
1 2 35 10 40x x S      : 

1 2 1 2, , , 0x x S S   

 
 خواهيم داشت :

 «تابلوي اول » 

ستون لولا : 
2x  

سطر لولا : 
2S  

 1عدد لولا : 

31 2 1 2

0

1

2

3

| |
1 4 6 0 0 0 0

| 0 6 4 1 0 0 | 24

| 0 0 0 1 0 | 3

| 0

1

5 10 0 0 1 | 40

Sx x S SZ RHS

Z

S

S

S

 

 

 «تابلوي دوم » 

ستون لولا : 
1x  

سطر لولا : 
3S  

 5عدد لولا : 

31 2 1 2

0

1

2

3

| |
1 4 0 0 6 0 18

| 0 6 0 1 4 0 | 12

| 0 0 1 0 1 0 | 3

| 0 0 0 10 1 | 105

Sx x S SZ RHS

Z

S

x

S







 

 «تابلوي سوم » 

ستون لولا : 
2S  

سطر لولا : 
1S  

 8عدد لولا : 

31 2 1 2

0

2

1

1

| |
41 0 0 0 2 26

5

6| 0 0 0 1 |
5

| 0 0 1 0 1 0 |

8

3

1| 0 1 0 0 2 | 2
5

0

Sx x S SZ RHS

Z

x

x

S







 

 شرط بهينگي در تابلوي فوق وجود ندارد. پس :

1 22 , 3 , 26x x Z     

کرار شدن اين نقطه ، به معني ت رويم. اگر اين نقطه تکرار شد ، جواب تبهگن خواهد بود. تکرارلذا يک تابلوي ديگر به جلو مياين نقطه ، نقطة تبهگن موقت است. 
 شدن مختصات نقطه است و اصلًا مهم نيست که متغيرهاي اساسي آن عوض شوند.

 « چهارمتابلوي » 
 شرط بهينگي : 

31 2 1 2

0

2

1

2

| |
1 11 0 0 0 26

4 2

31| 0 0 0 1 |
8 20

31| 0 0 1 0 | 3
8 20

1 1| 0 1 0 0 | 2
4 10

0

Sx x S SZ RHS

Z

x

S

x







 

* * *

1 22 , 3 , 26x x Z    

  حال که در دو تابلو ، مختصات نقطه تکرار شد ، گوشة بهينة تبهگن خواهد بود



 32صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 مسئل  ثانويه :
 وخت :هر مسئلة اوليه داراي يک مسئلة ثانويه در برنامه ريزي خطي است که در ابتدا ، قوانين مربوط به نوشتن اين مسئلة ثانويه را خواهيم آم

 

 Minمسئله با تابع هدف شود به تبديل مي Max مسئله با تابع هدف

 تعداد متغيرهاي تصميم برابر است با   هاتعداد محدوديت

 ضرايب تابع هدف تشکيل دهندة   اعداد سمت راست

ضريب هر متغير تصميم
jx    تشکيل دهندة ضرايب هر محدوديتjاُم 

 متغير متناظر بصورت غير منفي   هاي بصورت نامعادلهمحدوديت

 متغير متناظر بصورت آزاد در علامت  بصورت تساويهاي محدوديت
 

 .نويسيمآوريم و بعد ثانويه مياي را بصورت کوچکتر مساوي در ميهاي نامعادلهبود ، محدوديت Maxاگر تابع هدف مسئله بصورت نکته : 

 نويسيم.آوريم و بعد ثانويه مياي را بصورت بزرگتر مساوي در ميهاي نامعادلهبود ، محدوديت Minاگر تابع هدف مسئله بصورت همچنين
 ) در صورتيکه به فرم مورد نظر نبودند ، کافي است آنها را در يک منفي ضرب کنيم ؛ در اينصورت ، جهت نامساوي نيز عوض خواهد شد ( 

 
 هاي زير را بنويسيد :مدل مثال : مسئلة ثانوية

 

0 1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 3 0 13

430
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3
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460
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y y x y i

 
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
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3

5
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1

3

0

0 1
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0
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y

y y

y

y
s t

y

y y

  

 

  



 



 





 

3 , 0 1,2iy y i  آزاد در علامت 

1 2 3 4

1 2 4

2 3

1 2 4

 3 5 10

100

. 80

3 90

Max Z x x x x

x x x

s t x x

x x x

   

  


   

  

 

1 , 0 2,3,4ix x i  آزاد در علامت 

1 2 3 4

1 2 4

2 3

1 2 4

 3 5 10

100

. 80

3 90

Max Z x x x x

x x x

s t x x

x x x

   

  


 

  

 

1 , 0 2,3,4ix x i  آزاد در علامت 
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y
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y

y

y y

y y

y y

y y

 

 

    

  

  

 

 

  

  

   

 

 

3 , 0 1,2,4,5iy y i  آزاد در علامت 

2 3 5

1 2 4

2 3 5

1 2 3 5

5

1

 100 80

2 3 20

30

1 25. 2

2

10

Min Z x x x

x x x

x x x

x x x xs t

x

x

  

  

  

   



 1 10x   

 

3 4, , 0 1,2,5ix x x i  آزاد در علامت 

 
 سودي براي ما خواهد داشت ؟ چهولي نوشتن اين مسئلة ثانويه ، 

 کنيم و با اثبات آنها کاري نداريم ) در واقع اثبات آنها براي ما مطرح نيست (اين مسئلة ثانويه ، يکسري قضايايي مطرح ميبراي استفاده از 
 

 قضي  اول :
 ثانوية مسئلة ثانويه ، مسئلة اوليه است.

  



 33صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 قضي  دوم :
چنانچه

1 2 3( , , , , )nx x x x يک جواب موجه مسئلة اوليه و ،
1 2 3( , , , , )my y y y  يک جواب موجه مسئلة ثانويه باشد ، در اينصورت همواره رابطة زير

 برقرار است :

1 1

n m

j j j j

j j

C x b y
 

    

و اين يعني ، همواره 
0Z y بود. ؛ يعني همواره تابع هدف مسئلة اوليه از تابع هدف مسئلة ثانويه کوچکتر يا مساوي خواهد 

*؛ يعني  افتدنکته : حالت تساوي در قضية فوق ، در جواب بهينة دو مسئله اتفاق مي *

0Z y . 

 
 خواهيم قضية فوق را در مثال زير نشان دهيم :مثال : مي

1 2 8 4 . Max Z x x s t   

 : 
1 2 10x x    : 

1 25 15x x    : 
1 2, 0x x   

 

  مسئلة ثانوية آن خواهد بود :

0 1 2 10 15 . Min y y y s t   

 : 
1 25 8y y    : 

1 2 4y y    : 
1 2, 0y y   

 

  کنيم. خواهيم داشت :ابتدا دو مسئله را بصورت ترسيمي حل مي
 

 «مسئلة ثانويه »  «مسئلة اوليه » 

8

6

4

2

2 4 6 8 10

10

 

 

A

B

C

D

 

8

6

4

2

2 4 6 8 10

10

 

 

A

B
C

 
 نقطة بهينه = نقطة تلاقي دو محدوديت اول و دوم نقطة بهينه = نقطة تلاقي دو محدوديت اول و دوم

 
1 2

1

1 2

10 ( 1)
: 4 5

5 15

x x
C x

x x

   
 

 
 

* * *

1 2
5 35, 45

4 4
x x Z      

1 2

2

1 2

5 8
: 4 4

4 ( 1)

y y
B y

y y

 
 

   
 

* * *

1 2 03 , 1 45y y y     

 

 جواب بهينه در هر دو مسئله يکسان و برابر است.توجه داشته باشيد که مختصات نقاط با هم متفاوت است ؛ ولي 
 

 نکته :

مختصات آن نقطه در ناحية موجه مسئلة ثانويه درقرار دهيم ، قطعاً مقدار آن کمتر از  Zدر صورتيکه مختصات هر نقطه در ناحية موجه مسئلة اوليه را در
0y 

 خواهد بود. يعني خواهيم داشت :

مقدار »
0y  مقدار  <با توجه به ازاي مختصات هر سه نقطه در ناحية موجه مسئلة ثانويهZ چهار نقطه در ناحية موجه مسئلة اوليه با توجه به ازاي مختصات هر» 

  



 34صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 «خيلي مه  و پرکاربرد » قضي  کمکي ) لنگي ( مکمل : 
ا رد. اين قضيه به مهر جواب اساسي در مسئلة اوليه ، داراي يک جواب اساسي مکمل در مسئلة ثانويه است که بين متغيرهاي آنها ، يک رابطة لنگي مکمل وجود دا

 کمک خواهد کرد تا رابطة بين مسئلة اوليه و مسئلة ثانويه را بفهميم. 

 tو متغيرهاي کمکي مسئلة ثانويه را با S، متغيرهاي کمکي مسئلة اوليه را با y، متغيرهاي تصميم مسئلة ثانويه را با xاگر متغيرهاي تصميم مسئلة اوليه را با
 نشان دهيم ؛ خواهيم داشت :

0 , 0x t y S       

يد که حتي جه داشته باشاستفاده از رابطة فوق خواهيم توانست متناظر يک نقطه در يک مسئله را در مسئلة ديگر بدست آوريم ) اوليه در ثانويه و يا بالعکس (. تو با
 تواند خارج از ناحية موجه باشد.اين نقطه مي

 
 نکته :

 نقطه  ، داخل از ناحية موجه وجههاي ناحية منقطه ، روي محدوديت نقطه ، خارج از ناحية موجه 

0S در مسئلة اوليه   0S  0S  
0t در مسئلة ثانويه   0t  0t  

 

اي با مختصاتقبلي ، نقطهمثال : فرض کنيد در مثال 
1 2 1 20 , 10 , 0 , 5x x S S     داشته باشيم. از پارامترهاي داده شده مشخص

 خواهيم متناظر آنرا در مسئلة ثانويه بدست آوريم. خواهيم داشت :است که نقطه در مسئلة اوليه است. مي
 

1 2 1

1 2 2

5 8

4

y y t

y y t

  


  
1 : در مسئلة ثانويه داشتيم  2 1

1 2 2

10

5 15

x x S

x x S

  


  
 : در مسئلة اوليه داشتيم 

 

 داريم. پس با توجه به رابطة کمکي مکمل خواهيم داشت : tو دو تا S، دو تا y، دو تا xبا توجه به اطلاعات فوق ، دو تا
 

1 1

1

8

4

y t

y

 



 

 
 با توجه به

2 2 0t y   

 داريم
 

1 2 1

1 2 2

5 8

4

y y t

y y t

  


  
 

 
 اگر در مسئلة

 ثانويه قرار دهيم
 واهيم داشتخ

 

هر مقداري :
1t   

2 0t   

هر مقداري :
1y   

2 0y  

 
 با توجه به مختصات
 نقطة داده شده ، 

 خواهيم داشت
 

1 1

2 2

1 1

2 2

0

0

0

0

x t

x t

y S

y S

  


  


  
  

 

 

با توجه به معادلة آخر خواهيم داشت :
1 4t   صفر دارد ) با توجه به نکتة فوق ( قطعاً اين نقطه ، خارج از ناحية موجه خواهد بود. مختصات  و چون مقداري کمتر از

 نقطة بدست آمده ، با استفاده از مطالب فوق ، بصورت زير است :

1 2 1 24 , 0 , 4 , 0y y t t       

 ناحية موجه قرار دارد.که اگر مختصات فوق را در شکل مربوط به مسئلة ثانويه در صفحة قبل پيدا کنيد ، خارج از 
 

 ود :ورت زير بتوجه داشته باشيد که قضية فوق براي نقطة بهينه هم برقرار است. براي نمونه در مثال صفحة قبل ، مختصات نقطة بهينه در مسئلة اوليه بص

1 2 1 2
5 35, , 0 , 0

4 4
x x S S     

 براي اين نقطه ، با توجه به قضية کمکي مکمل خواهيم داشت :
 

1 2

1 2

5 8

4

y y

y y

 


 
 

 
 با توجه به

1 2 0t t   

 داريم
 

1 2 1

1 2 2

5 8

4

y y t

y y t

  


  
 

 
 اگر در مسئلة

 ثانويه قرار دهيم
 خواهيم داشت
 

1 0t  

2 0t   

هر مقداري :
1y   

هر مقداري :
2y 

 
 با توجه به مختصات
 نقطة داده شده ، 

 خواهيم داشت
 

1 1

2 2

1 1

2 2

0

0

0

0

x t

x t

y S

y S

  


  


  
  

 

 

1 2 2

2 1 2 1 2

1 2 1

5 8 1
4 4 3 , 1 , 0 , 0

4 ( 1) 3

y y y
y y y t t

y y y

   
        

     
 

 

 با توجه به نکتة فوق ، چون مقدار
1 2 0t t  هاي ناحية موجه قرار دارد. در صورتيکه مختصات نقطه روي شکل مربوط به شده ؛ لذا قطعاً نقطه روي محدوديت

هاي ناحية موجه قرار دارد ، بلکه اين نقطه نيز ، مشخصات نقطة مسئلة ثانويه در صفحة قبل را پيدا کنيد ، نه تنها مشاهده خواهيد کرد که اين نقطه روي محدوديت
 ر مسئلة ثانويه است.بهينه د
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 تعيين  واب بهين  يک مسئله با اس فاده از تابلوي بهين  مسئل  ديگر :
 مراحل کار به شرح زير است :

 ساويهاي کوچکتر ماي که داراي محدوديتيکي از دو مسئلة اوليه يا ثانويه را براي حل انتخاب کنيد و جواب بهينة آنرا بدست آوريد. ) حتي الامکان مسئله .1
 مصنوعي در آن موجود نخواهد بود ( باشد ؛ زيرا در اينصورت متغيرهاي

 جواب بهينة مسئلة ديگر ، در سطر صفر جدول بهينة اين مسئله قرار دارد. .2

 در جدول ابتدائي ) تابلوي اوليه ( اين مسئله قرار دارد. زير ستون متغيرهاي اساسيمقدار متغيرهاي تصميم مسئلة ديگر در  .3

 اوليه بصورت استاندارد باشد ، مقدار متغيرهاي تصميم مسئلة ثانويه ، همان مقاديري است که در مرحلة سوم آنها را بدست آورديد.اگر مسئلة  .1

ها را از مقادير حاصل از مرحلة سوم حذف کرده و به مرحلة ششم توجه Mبزرگ حل شده باشد ،  Mاگر مسئلة اوليه بصورت غير استاندارد بوده و به روش  .5
 ائيد.نم

 رـد. در غيـويه هستنـم مسئلة ثانـرهاي تصميـدار بهينة متغيـجم ، مقـرحلة پنـاصل از مـادير حـاشد ، مقـب Maxورت ـلي مسئله بصـابع هدف اصـاگر ت .6
 کنيم.رب ميـض 1-جم را در ـاصل از مرحلة پنـر حـباشد ( ، مقادي Minورت ) يعني مسئله بصورت ـاينص

 
 مثال : ) که همان مثال مربوط به دو صفحة قبل است ( :

1 2 8 4 . Max Z x x s t 

 : 
1 2 10x x    : 

1 25 15x x    : 
1 2, 0x x   

 که به روش ترسيمي حل شد و جواب بصورت زير بدست آمد :
* * *

1 2
5 35, 45

4 4
x x Z    

  مسئلة ثانوية آن خواهد بود :

0 1 2 10 15 . Min y y y s t 

 : 
1 25 8y y    : 

1 2 4y y    : 
1 2, 0y y   

 که به روش ترسيمي حل شد و جواب بصورت زير بدست آمد :
* * *

1 2 03 , 1 45y y y      

 مسئلة اوليه با روش سيمپلکس بصورت زير خواهد بود :

 «تابلوي اول »  

ستون لولا : 
1x  

سطر لولا : 
2S  

 5عدد لولا : 

2 1

0

2

2

1

1| |
1 8 4 0 0 0

| 0 1 1 1 0 | 10

| 0 1 0 1 | 55 1

S

S

x x S SZ RHS

Z  

 

 «تابلوي دوم » 

ستون لولا : 
2x  

سطر لولا : 
1S  

4 عدد لولا : 
5

 

1 2 1 2

0

1

1

| |
12 81 0 0 24

5 5

1| 0 0 1 | 7
5

1 1| 0 1

4
5

0 | 3
5 5

x x S SZ RHS

Z

S

x



 

 « سومتابلوي » 
 شرط بهينگي : 

1 2

0

1

2

2

1
| |

1 0 0 45

5 351| 0

3

0 1 |
4 4 4

51

1

1| 0 1 0 |
4 4 4

x SxZ RHS

Z

x

S

x 



 

 

 

متغيرهاي اساسي در شروع مسئله ،
1 2,S S  باشد. ولي کداممي 3,1صفرم تابلوي بهينه ،بودند. ضريب اين دو متغير در سطر

1y و کدام
2y باشد ؟مي 

1 1 2 23 , 1S y S y         * * *

1 2 03 , 1 45y y y      
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 مسئلة اوليه برسيم ، خواهيم داشت : حال اگر بخواهيم مسئلة فوق را از ثانويه شروع کرده و به جواب بهينة
 ابتدا بايستي استاندارد سازي کنيم :

0 1 2 ( ) 10 15 . Max y y y s t   

 : 
1 2 1 15 8y y t R      : 

1 2 2 2 4y y t R      : 
1 2 1 2 1 2, , , , , 0y y t t R R   

 

 در نتيجه خواهيم داشت :

0 1 2 1 2 0 1 2 1 2 ( ) 10 15  ( ) 10 15 0 . Max y y y MR MR Max y y y MR MR s t            

 : 
1 2 1 15 8y y t R      : 

1 2 2 2 4y y t R      : 
1 2 1 2 1 2, , , , , 0y y t t R R   

 

 در جدول سيمپلکس نيز خواهيم داشت :

 «مقدماتي تابلوي » 
 شرط اول : 
 شرط دوم : 

0 1 2 1 2

1

0

2

1 2| |
1 10 15 0 0 0

| 0 1 5 1 0 1 0 | 8

| 0 1 1 0 1 0 1 | 4

y y y t t R R RHS

M

R

M

R

y 





 

 «تابلوي اول » 

ستون لولا : 
2y  

سطر لولا : 
1R  

 5عدد لولا : 

0 1 2 1 2 1 2

0

1

2

| |
1 2 10 6 15 0 0 12

| 0 1 1 0 1 0 | 8

| 0 1 1 0 1 0 1 | 4

5

y y y t t R R RHS

y M M M M M

R

R

     





 

 «تابلوي دوم » 

ستون لولا : 
2x  

سطر لولا : 
1S  

4 عدد لولا : 
5

 

0 1 2 1 2 1 2

0

2

2

| |
4 1 6 121 0 07 3 243

5 5 55

81 1 1| 0 1 0 0 |
5 5 5 5

1 1 12| 0 0 1 1 |
5 55 5

4

y y y t t R R RHS

y MM M MM

y

R

     





 

 «تابلوي سوم » 
 شرط بهينگي : 

0 1 2 1 2

0

2

1 2

1

| |
5 351 0 0 45

4 4

1 1 1 1| 0 0 1 | 1
4 4 4 4

5 51 1| 0 1 0 | 3
4

5 35
4 4

4 4 4

y y y t t RHS

y

y

R

M

y

M

R

 

 

 

 

 

 

متغيرهاي اساسي در شروع مسئله ،
1 2,R R  صفرم تابلوي بهينه ،بودند. ضريب اين دو متغير در سطر

5 35
,

4 4
M M  باشد. مي 

Mکنيم. چون ها را حذف کرده و به تابع هدف اوليه نگاه ميMin  کنيم. خواهيم داشت :ضرب مي 1-بوده ، ضرايب فوق را در 

1 1 2 2

5 35
,

4 4
R x R x         * * *

1 2
5 35, 45

4 4
x x Z      
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 مه  ( اي : ) يک مفهوم خيليقيمت سايه
اي هر توان از طريق ضريب متغير کمکي آن منبع در سطر صفر تابلوي بهينه بدست آورد. منظور از قيمت سايهاي هر منبع را ميدر روش سيمپلکس ، قيمت سايه

 منبع ، ارزش اقتصادي آن است.
 

مثال : در مثال قبلي و در قسمت مسئلة اوليه ، 
1 2,S S بع هستند. ولي ارزش اقتصادي آن چقدر است ؟ ارزش منبع همان منا

1 3S   و ارزش منبع
2 1S  

  است. ) توجه داشته باشيد که اين مقدار ربطي به مسئلة ثانويه ندارد (.
زش اقتصادي هر واحد از منبع اول ، سه واحد پولي و ارزش اقتصادي هر واحد از منبع در مثـال فوق و در قسمت مسئلة اوليه ) زيرا مسئلة اوليه استادارد است ( ار

 دوم ، يک واحد پولي است.
 

  اي بزر  ر مساوي و يا مساوي  س ن  ( : ايي که داراي مح وديت اي غير اس ان ارد ) م لاي براي م لقيمت سايه
ها در سطر صفر تابلوي بهينه بدست خواهد آمد. در غير اينصورت اگر تابع Rاز ضريب  Mي ، پس از حذف مقدار اباشد ، مقدار قيمت سايه Maxاگر تابع هدف از نوع 

 بدست خواهد آمد. 1-بهينه و ضرب آن در  ها در سطر صفر تابلويRاز ضريب  Mاي ، پس از حذف مقدار باشد ، مقدار قيمت سايه Minهدف اصلي از نوع 
 

 قسمت مسئلة ثانويه داريم : مثال : در مثال قبلي و در

1 2
5 35,

4 4
t t    

 
 خورد ؟اي به چه درد ميولي اين مقدار سايه

براي مثال در در ابتداي مثال قبلي داشتيم : 
1 210 , 15S S  اي بدست آورديم ؛ پس خواهيم داشت :. ارزش اين منابع را هم در قيمت سايه 

1 210 3 , 15 1 10 3 15 1 45S S           

 است.اوليه و اين همان مقدار بهينة تابع هدف مسئله 

همچنين در قسمت ثانوية آن داشتيم : 
1 28 , 4t t  ها هستند که در تابلوي اول . ) توجه داشته باشيد که اين مقادير ، مقادير سمت راست محدوديت

 اي بدست آورديم ؛ پس خواهيم داشت :ارزش اين منابع را هم در قيمت سايهجدول سيمپلکس نيز موجود هستند (. 

1 2
5 35 5 358 , 4 8 4 10 35 45

4 4 4 4
t t            
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 روش سيمپلکس ثانويه :
منفي  رشود که به ظاهر بهينه ) يعني بعد از ورود مسئله در جدول سيمپلکس ، تمامي اعداد سطر صفر در بازة متغيرها ، غياين روش براي حل مسائلي استفاده مي

هاي توانند منفي باشند ) حداقل يکي از آنها منفي است (( باشند. براي حل اينگونه مسائل ، که بايستي محدوديتهستند ( و غير موجه ) يعني اعداد سمت راست مي
 کنيم :هاي زير را دنبال ميکوچکتر مساوي و يا بزرگتر مساوي داشته باشند ، گام

 ها را به شکل کوچکتر مساوي در آوريد. مسئله را وارد جدول سيمپلکس نمائيد.دوديتو مح Maxتابع هدف را بصورت  .1

هاده و ننام  منفي ترين عدد در سمت راست را انتخاب کنيد و سطر مربوط به آن متغير را ، سطر لولا ناميده و متغير اساسي مربوط به اين سطر را خروجي .2
 ايد. توقف نمائيد.ت ، مقادير غير منفي داشته باشند ، به جواب نهايي رسيدهبه گام بعدي برويد. اگر تمام اعداد سمت راس

سطر لولا و انتخاب کوچکترين عدد از نظر قدر مطلق انتخاب کنيد. ستون زير اين متغير را ستون  اعداد منفيمتغير ورودي را با تقسيم اعداد سطر صفر بر  .3
 لولا بناميد. اگر تمام عناصر سطر لولا غير منفي باشند ، مسئله فاقد ناحية موجه است.

 داده و به گام دوم برويد.عمليات لازم براي يافتن جواب اساسي و جدول بعدي سيمپلکس را عيناً مانند روش سيمپلکس انجام  .1

 توانيد از اين روش استفاده کنيد.توجه داشته باشيد که اگر محدوديت مساوي در مسئله موجود باشد ، نمي
 مثال : حل مسئلة زير با استفاده از روش سيمپلکس ثانويه :

1 2 3 4 12 18 . Min Z x x x s t  

 : 
1 23 3x x    : 

2 32 2 5x x    : 
1 2 3, , 0x x x   

 

 پس از استاندارد سازي خواهيم داشت :
1 2 3 ( ) 4 12 18 . Max Z x x x s t    

 : 
1 23 3x x      : 

2 32 2 5x x      : 
1 2 3, , 0x x x   

 

 و در نهايت داريم :
1 2 3 ( ) 4 12 18 0 . Max Z x x x s t    

 : 
1 2 13 3x x S       : 

2 3 22 2 5x x S       : 
1 2 3 1 2, , , , 0x x x S S   

 

 در اينصورت جدول سيمپلکسي بصورت زير خواهيم داشت :

 « اولتابلوي » 
 شروط اوليه : 

 بهينگي : 
 موجه : 

31 2 1 2

0

1

2

| |
1 4 12 18 0 0 0

| 0 1 0 3 1 0 | 3

| 0 0 2 0 1 | 52

xx x S SZ RHS

Z

S

S 



  

 

 

 : کنيمابتدا سطر لولا را مشخص مي . پس طبق الگوريتم فوق ،اگر در تابلوي فوق دقت کنيد ، مشاهده خواهيد کرد که در بازة متغيرها 0 عدد منفي وجود ندارد

5منفي ترين عدد در مقادير سمت راست    پس سطر لولا ، سطر
2S 12 خواهد بود. ولي ستون لولا ؟ 18

6 , 9
2 2

    
 

  

است ؛ لذا ستون لولا هم  -6و کوچکترين عدد از لحاظ قدر مطلق ) يا بزرگترين عدد ( ، 
2x باشد. پس در تابلوهاي بعدي خواهيم داشت :مي 

 « دومتابلوي » 
 :  شروط اوليه
 بهينگي : 
 موجه : 

31 2 1 2

0

1

2

| |
1 4 0 6 0 6 30

| 0 1 0 1 0 | 3

51| 0 0 1 1 0 |
2

3

2

xx x S SZ RHS

Z

S

x







 

 

 کنيم : هنوز هم در مقادير سمت راست ، عدد منفي وجود دارد. پس باز هم مانند قبل عمل مي

3منفي ترين عدد در مقادير سمت راست    پس سطر لولا ، سطر
1S  4 داريم : نيزخواهد بود. براي ستون لولا 6

4 , 2
1 3

    
 

است ؛ لذا ستون لولا هم  -2ن عدد ( ، و کوچکترين عدد از لحاظ قدر مطلق ) يا بزرگتري
3x باشد. پس در تابلوهاي بعدي خواهيم داشت :مي 

 «تابلوي سوم » 
 شروط اوليه : 

 بهينگي : 
 موجه : 

31 2 1 2

0

3

2

| |
1 2 0 0 2 6 36

1 1| 0 0 1 0 | 1
3 3

31 1 1| 0 1 0 |
3 3 2 2

xx x S SZ RHS

Z

x

x

 



 

 

* * * *

1 2 3
30 , , 1 ( 36) 36

2
x x x Z          
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 يکسري نمونه سئوال :
 ) برنامه ريزي خطي بصورت زير مشخص شده است. در گوشةمنطقة موجه يک مسئلةA  مقدار متغيرهاي کمکي

1 2,S S  چقدر است ؟ چرا ؟ 

با توجه به نمودار ، مسئله داراي 
دو متغير تصميم و دو محدوديت 

، اين  Aباشد. در گوشة موجهمي
متغير تصميم ، داراي مقدار دو 

,3هستند ) (. لذا دو متغير 2
ديگر ، مقدار صفر خواهند داشت 

 چون اساسي نيستند.

   

 
0Z

  

   

 
0

2

1

Z

A x

x

 

    

8

6

4

2

2 4 6 8

3

 
 

 ) ضريب
2S  در رديف

0Z  است. متغير متناظر آن در مسئلة ثانويه 10تابلوي بهينة جدول سيمپلکس ، داراي مقدار 

 آزاد در علامت است. . 1يک متغير اساسي است.  .3 است.داراي مقدار صفر  .2 يک متغير غير اساسي است. .1

چون متغير 
2S  ري دانيم که اگر متغيمي، يک متغير غير اساسي است ) به اين دليل که ضريب آن در سطر صفر يا در سطر مربوط به تابع هدف غير صفر است ( و

 در مسئلة اوليه غير اساسي باشد ، متناظر آن در مسئلة ثانويه اساسي خواهد بود ) و بالعکس ( ؛ لذا گزينة سوم درست است.
 

 )در صورتيکه
0y  ؛ مقدار آنرا حساب کنيد.نشاندهندة مقدار تابع هدف ثانوية مسئلة زير باشد 

1 2 3 4 . Max Z x x s t    

 : 
1 23 2 0x x    : 

1 2
1 0

2
x x     : 

1 22 0x x     : 
1 2, 0x x   

دف شود و در نتيجه مقدار تابع همي ها در مسئلة اوليه صفر هستند ، لذا ضريب متغيرهاي تصميم در تابع هدف مسئلة ثانويه صفرچون عناصر سمت راست محدوديت
 ثانويه به ازاي هر مقداري صفر خواهد بود.

 

قسمتي از جداول اول و بهينة يک مسئلة برنامه ريزي خطي بصورت زير داده شده است. مطلوب است مقدار )*Z ؟ 

ارزش
1S  5برابر 

ارزش
2S  0برابر 

مقدار
1S  20برابر 

مقدار
2S  50برابر 

 اي خواهيم داشت :لذا با استفاده از نکتة مقدار سايه
* (5 20) (0 50) 100Z      

  
1 2 3 1 2Z x x x S S   

 تابلوي اول

0

20

50

 

1

0

0

 
0

1

2

Z

S

S

  

     

 تابلوي بهينه

?

 

1 0 0 2 5 0

0

0

  
0

2

2

Z

x

S

 

 
 

 متغيرهاي اساسي جدول بهينة مسئلة زير )
1 2 240, 110, 90x x S   است. مقدار بهينة تابع هدف مسئلة ثانويه را بدست آوريد ؟ 

1 2 20 10 . Max Z x x s t    

 : 
1 2 150x x    : 

1 40x     : 
2 0x     : 

1 2, 0x x   

کرد مقدار تابع هدف بهينه در مسئلة اوليه اي که اثبات ميخواهد ( لذا تنها کافي است از قضيهه ) يعني در واقع مختصات نقطة بهينه را نميچون حرفي از مکمل نزد
 و ثانويه برابر است ، استفاده کرده و مقدار بهينه را بدست آوريم. پس خواهيم داشت :

* * * *

0 0(20 40) (10 110) 1900 , 1900Z Z y y           
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 ناحية موجه يک )LP  (Linear Programming با تابع هدف )
1 2 2 3Min Z x x   بصورت زير است. براي حل آن به روش سيمپلکس ، از چه

 توان استفاده کرد و چرا ؟هايي ميروش

 براي محدوديت اول داريم :
  (؛ يعني )چون پائين خط هاشور خورده ، پس محدوديت کوچکتر مساوي بوده است 

 قابل حل است.و همچنين ثانويه اي بزرگ و دو مرحله Mاز طريق Rبه علت وجود پس
 

 براي محدوديت دوم نيز داريم :
 (؛ يعني )چون بالاي خط هاشور خورده ، پس محدوديت بزرگتر مساوي بوده است 

اي قابل قابل حل است. همچنين اگر آنرا در يک منفي ضرب بزرگ و دو مرحله Mاز طريق
 کنيم به محدوديت کوچکتر مساوي تبديل شده و لذا با ثانويه نيز قابل حل خواهد بود

 

 اي و همچنين ثانويه قابل حل خواهد بود.بزرگ و دو مرحله Mهايدر نتيجه از روش

8

6

4

2

2 4 6 8

 

 

 
 
مثال فوق را براي شکل زير ، مجدداً بررسي نمائيد ؟ ) 

 براي محدوديت اول داريم :
  (؛ يعني )خط هاشور خورده ، پس محدوديت مساوي بوده است  رويچون 

 .نخواهد بودثانويه قابل حل  پس از روش
 

 براي محدوديت دوم داريم :
 (؛ يعني )چون بالاي خط هاشور خورده ، پس محدوديت بزرگتر مساوي بوده است 

ضرب  اي قابل قابل حل است. همچنين اگر آنرا در يک منفيبزرگ و دو مرحله Mاز طريق
 کنيم به محدوديت کوچکتر مساوي تبديل شده و لذا با ثانويه نيز قابل حل خواهد بود

 

 اي قابل حل خواهد بود.بزرگ و دو مرحله Mهاياز روشتنها در نتيجه 

8

6

4

2

2 4 6 8

 

 

 
 
 ناحية موجه دو مدل )LP هاي بزرگتر مساوي و کوچکتر مساوي را مشخص کرده ، تعداد متغيرهاي مصنوعي و کمکي براي حل بصورت زير است. تعداد محدوديت

 آن را نيز ذکر نمائيد ؟

8

6

4

2

2 4 6 8

 

 


 

 

 
 

 خط اول و دوم : محدوديت بزرگتر مساوي است
 خط سوم و چهارم : محدوديت کوچکتر مساوي است

 : محدوديت مساوي است خط پنجم
باز هم به چهار متغير کمکي نيازمنديم. از طرفي چون دو محدوديت بزرگتر 

 مساوي داريم پس به دو متغير مصنوعي نياز داريم

8

6

4

2

2 4 6 8

 

 


 

 
 خط اول : سمت راست هاشور خورده پس محدوديت بزرگتر مساوي است

 محدوديت بزرگتر مساوي استخط دوم : سمت راست هاشور خورده پس 
 خط سوم : سمت چپ هاشور خورده پس محدوديت کوچکتر مساوي است

 خط چهارم : سمت چپ هاشور خورده پس محدوديت کوچکتر مساوي است
پس به چهار متغير کمکي نيازمنديم. از طرفي چون دو محدوديت بزرگتر 

 مساوي داريم پس به دو متغير مصنوعي نياز داريم
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 « مسائل حمل و نقل:  سومفصل » 
 ) مربوط به يکسري از مسائل دو انديسه هستند که البته بايستي يکسري شروط را نيز داشته باشند (

نقطه به عنـوان  nعرضه ( بهنقطه به عنـوان مبدأ )  mمنظـور از يک مسئلة برنـامه ريـزي خطي حمـل و نقـل ، حمـل و نقـل تعـداد معيني از يک محصـول ، از
 باشد. ) مسلماً اين عرضه و تقاضا ، مربوط به يک محصول خاص خواهد بود (.مقصـد ) تقاضا ( مي

 صورت کلي يک مسئلة حمل و نقل ، بصورت زير است :

 ها : مقاديري که تخصيص داده داخل گوشه
 شوندها نوشته ميشوند ، در اين گوشهمي

 هاي بزرگ نوشته ضرايب ، داخل خود مربع
 شوند.مي

 
iSها : ميزان عرضه که مسلماً از مبدأi اُم صورت

 گرفته است.

 
jDها : ميزان تقاضا که مسلماً از مقصدj اُم

 است. صورت گرفته

 
 i jCهزينة حمل يک واحد کالا از مبدأ ها :i اُم

 اُمjبه مقصد

 
 i jxها : ميزان کالايي که بايد از مبدأi اُم به

 اُم ارسال شودjمقصد

 
iS ها و

jD ها در واقع مقادير سمت راست

 ها هستندمحدويت

ميزان
ت ا ا

 ه
 ر
يا 
   
مب

م    يا ت ا ا

C
11

C
12

C
1n

C
21

C
22

C
2n

C
m1

C
m2

C
mn

1 2 n
1
2

m
D

1

ميزان
 ر ه

D
2

D
n

S
1

S
2

S
m

i

j
م   

مب  

 

 هيم داشت :پس خوا است. Minمعمولًا مسائل حمل و نقلي در مورد هزينه صحبت کرده و لذا تابع هدف آنها بصورت
 

      که در آن :

1 1 1 1

. , , 0
m n n m

i j i j i j i i j j i j

i j j i

MinZ C x s t x S x D x
   

         

  

1

n

i j i

j

x S


 هاي مربوط به عرضه است.، محدوديت  
 

1

m

i j j

i

x D


 هاي مربوط به تقاضا است.، محدوديت 

نکته : اين مسائل ، داراي يک فرض مهم و اساسي است که بايد برقرار باشد ؛ يعني : 
1 1

m n

i j

i j

S D
 

  

هاي عرضه نقل ، همواره جوابي موجه و عدد صحيح است. هيچگاه داراي منطقة موجه نامحدود و يا بدون جواب نيست. ضمناً محدوديتحمل و  مسائلجواب  نکته :
 توانند بصورت بزرگتر مساوي باشند.هاي تقاضا ميتوانند بصورت کوچکتر مساوي و محدوديتمي

 

 روي  حل کلي  مسائل حمل و ن ل :
 يکسري گام به شرح زير است :حل اينگونه مسائل داراي 

 برابر کردن ميزان عرضة کل با تقاضاي کل ؛ البته در صورتي که برابر نباشند. .1

 بدست آوردن يک جواب پاية قابلِ قبولِ ) موجه ( ابتدائي .2

 بررسي بهينگي جواب موجه بدست آمده .3

 هاي فوق را بصورت کامل توضيح خواهيم داد.حال هر يک از گام
 

 : برابر کردن ميزان  ر   کل با ت ا اي کل : تو يح  ام اول

اگر عبارت
i j

i j

S D  : برقرار نباشد ، دو حالت بوجود خواهد آمد 

ميزان عرضة کل از تقاضا بيشتر است ؛ يعني .1
i j

i j

S D   : 

به ميزان) ستون ( ساز کاري که بايد انجام دهيم : اضافه کردن تقاضاي مجازيِ متعادل
i j

i j

S D  

ميزان تقاضاي کل از عرضه بيشتر است ؛ يعني .2
j i

j i

D S   : 

به ميزان) سطر ( ساز کاري که بايد انجام دهيم : اضافه کردن عرضة مجازيِ متعادل
j i

j i

D S  
 

 ه شده مجازي هستند ، لذا هزينة ارسال در آنها ، صفر در نظر گرفته خواهد شد.نکته : در هر دو حالت ، چون مقادير اضاف



 42صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 اي از يک سئوال است (مثال : مسئلة حمل و نقل زير را متوازن کنيد. ) توجه داشته باشيد که در امتحان مسائل به اينصورت مطرح نخواهد شد ؛ بلکه اين ، مرحله

متوازن سازي : چون 
i j

i j

S D  .؛ لذا يک ستون مجازي اضافه خواهد شد 

ميزان
ت ا ا

1 2 0
0 4 0
2 3 0

1 2 4
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ميزان
 ر ه

20 20

20
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م   
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1
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 
 
 
 
 
 
 ميزان

ت ا ا

1 2 1
0 4 5
2 3 3

1 2 3
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ميزان
 ر ه

20 20

20
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مب  

 
 

 تو يح  ام دوم : ب ست آوردن يک  واب پاي  قابلِ قبولِ ) مو ه ( اب  ائي :
 عبارتند از :براي اين گام چندين روش وجود دارد که 

 روش گوشة شمال غربي .1

 روش حداقل هزينه روي سطر .2

 روش حداقل هزينه روي ستون .3

 روش حداقل هزينه روي ماتريس .1

 روش وُگِل يا فُگِل .5

 روش راسل .6

 پردازيم.که به توضيح آنها مي
 

 روش  و    مال غربي :
از گوشة شمال غربي ، يعني گوشة چپِ بالايي )

11x ) شود. در گام بعد ، کنيم. ميزان عرضه و تقاضاي مسئله از ميزان بيشينة مجاز تخصيصي کسر ميشروع مي

هاي جدول حذف شوند. ) نکته : اگر مقدار عرضه شود. سپس اين روند را ادامه داده تا کل سطر يا ستونسطر يا ستوني که عرضه يا تقاضاي آن صفر شده ، حذف مي
 کنيم. (ر و ستون ، بصورت همزمان صفر شد ، يک سطر يا ستون را به دلخواه حذف مييا تقاضاي هر دو سط

 

 مثال : مسئلة زير را در نظر بگيريد. يک جوابِ قابلِ قبول به روش گوشة شمال غربي بدست آوريد.

11 12 13 21 22 23 2 3 4 3 4 . Min Z x x x x x x s t        

 : 
11 21 10x x    : 

12 22 20x x    : 
13 23 20x x   

 : 
11 12 13 20x x x     : 

21 22 23 30x x x     : 
 0 1,2 1,2,3i jx i j    

 

10

ميزان
ت ا ا

2 3 4
3 4 1

1 2 3
1
2
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ميزان
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م   
مب  
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50
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 پس شرط 
 برقرار است

 

 
ميزان
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کنيم ؛ يعني از گوشة شمال غربي شروع مي

11xتوان انتخاب کرد ، . بالاترين مقداري که از بين عرضه و تقاضا ) يعني از ستون اول و از سطر اول ( مي 

است ) بيشينة تخصيصي (. اين مقدار را به 10برابر 
11x کنيم.دهيم. حال که مقدار ستون اول برابر صفر شده ، اين ستون را نيز حذف ميتخصيص مي 

ميزان
ت ا ا

20 1
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2

ميزان
 ر ه
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م   
مب  

0

0 

ميزان
ت ا ا

10 4 1
2 3
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ميزان
 ر ه

10 20
30

م   
مب  
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0 
ميزان
ت ا ا

10 3 4
4 1

2 3
1
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ميزان
 ر ه

20 20
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30

م   
مب  

0

10 
11 12 22 2310 , 10 , 10 , 20 (2 10) (3 10) (4 10) (1 20) 110x x x x Z                 

 آيا مقدار بدست آمده ، بهينه است يا خير ؟ اين يک جوابِ موجهِ ابتدائي است ؛ ولي بايد بررسي کنيم که



 43صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 روش ح اقل  زينه روي سطر :
گيرد که کمترين هزينه )کنيم. اولين تخصيص به متغيري صورت ميدر اين روش ، کار را از سطر اول شروع مي

 i jC  را دارد. اين کار را تا مصرف کامل سطر اول )

 اين روند را در سطرهاي بعدي تکرار خواهيم کرد.دهيم. سپس ادامه مي
 

 مثال : يک جواب موجه آغازين براي مسئلة حمل و نقل زير به روش حداقل هزينه روي سطر بدست آوريد.
 

300j i

j i

D S   

 

 باشدپس شرط اول برقرار مي
 هاي بعدي برويمتوانيم به گاملذا مي

 
 پس در سطر اول ، 

ميزان کنيم. اي که کمترين هزينه را دارد ، مراجعه ميبه خانه
ت ا ا

10 2 1
6 8 3
7 12 2

A B D
1
2
3

70

ميزان
 ر ه

100 50

100
50

150

م   
مب  

5
4
9

C

80
 

  

 مقادير تخصيص داده شده به ترتيب عبارتند از :
 

1 1 2

3 3 3

1: 50 , 2 : 50 , 3: 50

4 : 70 , 5 : 30 , 6 : 50

D B C

A C B

x x x

x x x

  

  
  

 

(1 50) (2 50) (4 50)

(7 70) (9 30) (12

171

50)

0Z

Z
     

  
    







ميزان  
ت ا ا

10 50 2 50 1
6 8 3

70 7 50 12 2

A B D
1
2
3

70

ميزان
 ر ه

100 50

100
50

150

م   
مب  

5
50 4
30 9

C

80
0

50

50

0
0

300

80
50

00

0

 
 روش ح اقل  زينه روي س ون :

گيرد که کمترين هزينه )کنيم. اولين تخصيص به متغيري صورت مي، کار را از ستون اول شروع مي در اين روش
 i jC  را دارد. اين کار را تا مصرف کامل ستون )

 هاي بعدي تکرار خواهيم کرد.دهيم. سپس اين روند را در ستوناول ادامه مي
 

 ي مسئلة حمل و نقل زير به روش حداقل هزينه روي ستون بدست آوريد.مثال : يک جواب موجه آغازين برا
 

300j i

j i

D S   

 

 باشدپس شرط اول برقرار مي
 هاي بعدي برويمتوانيم به گاملذا مي

 
 اول ،  ستونپس در 

ميزان کنيم. اي که کمترين هزينه را دارد ، مراجعه ميبه خانه
ت ا ا

10 2 1
6 8 3
7 12 2

A B D
1
2
3

70

ميزان
 ر ه

100 50

100
50

150

م   
مب  

5
4
9

C

80
 

  

 مقادير تخصيص داده شده به ترتيب عبارتند از :
 

2 3 1

3 3

1: 50 , 2 : 20 , 3: 100

4 : 80 , 5 : 50

A A B

C D

x x x

x x

  

 
  

 

(6 50) (7 20) (2 1

1460

00)

(9 80) (2 50)
Z

Z

    
  



 

    ميزان
ت ا ا

10 100 2 1
50 6 8 3
20 7 12 50 2

A B D
1
2
3

70

ميزان
 ر ه

100 50

100
50

150

م   
مب  

5
4

80 9

C

80

0

20 0

130

0

0 0

50

0

0

 



 44صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 روش ح اقل  زينه روي ماتريس :
هاي قبلي تخصيص حداقل عرضه و تقاضا ، مشابه روششود و به متغير آن خانه ، هاي جدول جستجو ميدر اين روش ، حداقل هزينة حمل و نقل ، در کل خانه

 يابد.مي
 

 مثال : مسئلة زير را در نظر گرفته ، يک جواب موجه ابتدائي از طريق حداقل هزينه روي ماتريس بدست آوريد.
 

10

ميزان
ت ا ا

2 10 3 4
3 10 4 20 1

1 2 3
1
2

10

ميزان
 ر ه

20 20

20
30

م   
مب  

0

10

0

10
0

10 0

0

 

50

50

j

j

i

i

D

S








 

 پس شرط
 برقرار است
 

ميزان
ت ا ا

2 3 4
3 4 1

1 2 3
1
2

10

ميزان
 ر ه

20 20

20
30

م   
مب  

 

 مقادير تخصيص داده شده به ترتيب عبارتند از :

23 11 12 221: 20 , 2: 10 , 3: 10 , 4: 10x x x x     

(1 20) (2 10) (3 10) (4 10) 110Z Z            

 
 روش وُِ ل يا ُ گِل :

کنيم که برابر است با تفاضل دو هزينة مينيموم در همان سطر يا ستون جدول. سپس به ازاي اي را تعريف ميدر اين روش ، براي هر سطر و ستونِ جدول ، جريمه
رار ا ستون خط نخورده برسيم ، تکدهيم. اين عمل را تا زمانيکه به يک سطر ي، به کمترين هزينة سطر يا ستون ، عمل تخصيص را انجام مي بزرگترين جريمة ممکن

 کنيم.مي
 

 مثال : يک جواب موجه آغازين براي مسئلة حمل و نقل زير به روش وگل بدست آوريد.
 

50j i

j i

D S   

 و لذا شرط برقرار است.

 
 يم.کنسطر و ستون جريمه را اضافه کرده و طبق الگوريتم روش وگل ، عمل مي

 خواهيم داشت :
 

 براي مثال : 

ميزان
ت ا ا

2 3 4
3 4 1

1 2 3
1
2

10

ميزان
 ر ه

20 20

20
30

م   
مب  

 
  

  باشد. پس تفاضل آنها که برابر يک است در جريمة مربوط به اين سطر نوشته خواهد شد.مي 2,3برابر در سطر اول ،دو هزينة کمتر 

 ستون سوم.کنيم ؛ يعني پس از نوشتن کلية جرائم ، بزرگترين جريمة ممکن را انتخاب مي 

 کنيم.از کمترين هزينة واقع در سطر يا ستون انتخابي ، تخصيص را شروع مي 
  

ميزان
ت ا ا

2 20 3 4
10 3 4 20 1

1 2 3
1
2

10

ميزان
 ر ه

20 20

20
30

م   
مب  

 ريمه
سطر

1
2

 ريمه
س ون 1 1 3

0

10
0

0 0

0

 

ميزان
ت ا ا

2 3 4
3 4 1

1 2 3
1
2

10

ميزان
 ر ه

20 20

20
30

م   
مب  

 ريمه
سطر

1
2

 ريمه
س ون 1 1 3

 
 

 مقادير تخصيص داده شده به ترتيب عبارتند از :

23 22 121: 20 , 2: 10 , 3: 20x x x    

(1 20) (3 10) (3 120) 10Z Z          



 45صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

وجود آمده است. البته ما به دنبال حالات خاص در مسائل حمل بشوند ، حالت تبهگن يا تباهيدگي در مسائل حمل و نقل وقتي سطر و ستون با هم حذف مي نکته :
 و نقل نخواهيم بود.

 

 روش راسل :
در اين روش ، ابتدا بزرگترين هزينة سطرها )

iU ها )ن( و بزرگترين هزينة ستو
iV گيريم. براي هزينة اساسي( را در نظر مي

 i jx مقدار ،
 i j را از رابطة

  i j i j i iC U V    مقدار ترينمنفيآوريم. بدست مي
 i j دهيم. سطر يا وطه ، حداقل مقدار عرضه و تقاضا را تخصيص ميرا انتخاب کرده و به متغير مرب

 شود.ستوني که ميزان عرضه يا تقاضاي آن صفر شود ، حذف مي
 

 مثال : مسئلة زير را در نظر گرفته ، يک جواب موجه ابتدائي از طريق روش راسل بدست آوريد.
 

50j i

j i

D S   و لذا شرط برقرار است. پس
 i jآوريمرا بدست مي 

11 11 1 1

12 12 1 2

13 13 1 3
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21 21 2 1

22 22 2 2

23 23 2 3

2 4 3 5

3 4 4 5

4 4 4 4

3 4 3 4

4 4 4 4

1 4 4 7

C U V

C U V

C U V

C U V

C U V

C U V

         


        

         
 

         
        


         
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 مقادير تخصيص داده شده به ترتيب عبارتند از :
 

23 12 221: 20 , 2: 20 , 3: 10x x x   

(1 20) (3 20) (3 110) 10Z Z        
 

توجه داشته باشيد که پس از تخصيص عرضه يا تقاضا به
23x  مقادير مربوط به ،

23 13,  .حذف شده و لذا ديگر قادر به انتخاب آنها نخواهيم بود 
ميزان
ت ا ا

2 20 3 4
10 3 4 20 1
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 46صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 آوريد.هايي که تاکنون مطرح شده ، بدست تمرين : مسئلة زير را در نظر گرفته ، يک جواب موجه ابتدائي از طريق روش

ميزان
ت ا ا

2 1 2
4 1 3
1 5 2

A B D
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ميزان
 ر ه

25 30
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 
70i

i

S  

80j

j
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و لذا شرط بر قرار 
نبوده و بايستي 
 آنرا بر قرار کنيم

 
ميزان
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2 1 2
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ميزان
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 روش گوشة شمال غربي : مقادير تخصيص يافته به ترتيب عبارتند از :

1 1 2

3 3 4

1: 10 , 2 : 5 , 3: 20

4 : 15 , 5 : 20 , 6 : 10

A B B

C D D

x x x

x x x
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  
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 : مقادير تخصيص يافته به ترتيب عبارتند از : سطرروش حداقل هزينه روي 

1 2 2

3 3 4

4

1: 15 , 2 : 10 , 3: 10

4 : 10 , 5 : 25 , 6 : 5

7 : 5
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 ستون : مقادير تخصيص يافته به ترتيب عبارتند از :روش حداقل هزينه روي 
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1: 10 , 2 : 15 , 3: 10
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 47صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 روش حداقل هزينه روي ماتريس : مقادير تخصيص يافته به ترتيب عبارتند از :

4 1 2

2 3 3

1: 10 , 2 : 15 , 3: 10
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 روش وگل : مقادير تخصيص يافته به ترتيب عبارتند از :

4 3 3

2 1 1

1: 10 , 2 : 20 , 3: 15 (0 10) (2 20) (2 15)

4 : 20 , 5: 5 , 6 : 1
1
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 روش راسل :

1 1 1 3 3 3

1 1 1 3 3 3

1 1 1 3 3 3

1 1 1 3 3 3

2 2 2 4

2 3 4 5 1 5 4 8

1 3 5 7 5 5 5 5
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 مقادير تخصيص يافته به ترتيب عبارتند از :
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 48صفحه :  تحقيق در عمليات 
 

 بهينگي   اول حمل و ن ل :
 پردازيم :قبل از بررسي بهينگي ، به چند تعريف مهم مي

 هاي تخصيص يافته.باشند ؛ يعني خانههاي موجه ابتدائي ميمتغير اساسي يا پايه : همان جواب 

  هاي خالي جدول که به آنها مقداري تخصيص داده نشده ، متغيرهاي غير پايه هستند.غير اساسي يا غير پايه : خانهمتغيرهاي 

 هاي ابتدائي و انتهايي بردار ، مورد نظر است ( ، روي يک سطر يا ستون در جدول را به دار است که دو خانة پايه ) فقط و فقط خانهشاخه : يک خط جهت
 .کندهم متصل مي

 دار است که دار : يک مجموعه شاخة جهتمسير جهت 

 شروع هر شاخه ، ختم شاخة قبلي است. .1

 هر دو شاخة پشت سر هم ، بر هم عمود هستند. .2

 شود و عمدتاً به يکي از اشکال زير است :دار عمود مي، به يک مسير جهت غير پايهاي است که از يک خانة دار : حلقهحلقة جهت 

     
 

 براي بررسي بهينگي جواب موجه ابتدائي ، دو روش وجود دارد که عبارتند از :
 روش مستقيم يا پله سنگ .1

 روش مضارب يا توزيع تعديل شده .2

 

 روش مس  ي  يا پله سنگ :
 هاي زير است :اين روش ، حاوي گام

 کنيم.هاي ذکر شده پيدا ميجواب موجه ابتدائي را به يکي از روش .1

براي بردارهاي غير پايه ، مقدار .2
    i j i j B i j i jZ C C y C   اين مقدار هاي پايه يا متغيرهاي پايه (آوريم. براي بردارهاي پايه ) خانهرا بدست مي 

برابر صفر است. در عبارت فوق ،
 i jC ضريب متغيرهاي تصميم و

BC : ضريب متغير پايه بر روي حلقه است. روش محاسبة اين مقدار بشرح زير است 

 کنيم. به ترتيب به آنها ، دار رسم ميهاي غير پايه ، يک حلقة جهتبراي خانه
 1, 1i jy    اي که دهيم. ) به اولين خانهرا اختصاص مي

 دهيم (.را تخصيص مي 1و به دومين خانة بردار پايه در آنسوي شاخه ، 1جزء بردار پايه است ،

  اگر مقدار
  i j i jZ C  باشند ، جواب بدست آمده نهايي و بهينه است. در غير اينصورت  همگي منفي يا صفرحساب شد ، که در مرحلة قبل

 رويم.به گام سوم مي

 ترينمثبتتعيين متغير ورودي :  .3
  i j i jZ C گيريم.را به عنوان بردار ورودي ) متغير ورودي ( در نظر مي 

يه که در مسير حلقه دارند و تعيين متغير خروجي : مقادير متغيرهاي پا .1
 i jy  1براي آنها برابر گيريم. متغيري که حداقل ضريب هزينه است را نظر مي

 بر روي آن واقع شده است ، متغير خروجي جدول در نظر گرفته شود.

هايي که داراي ايجاد جدول جديد : خانه .5
 1i jy    هاي که داراي کنيم و خانهمي کمهستند ، مقدار متغير خروجي را از آنها

 1i jy    ، هستند

 م.کنيميشوند. سپس دستورالعمل را از گام سوم ، تکرار ها به همان صورت قبلي نوشته ميکنيم. بقية خانهمي اضافهمقدار متغير خروجي را به آنها 

 

 روش مضارب يا توزيع تع يل   ه :
 فرض کنيد مسئلة ما بصورت زير باشد :

  

1 1

 . 
m n

i j i j

i j

Min Z C x s t
 

   

  

1 1

,
m n

i j j i j i

i j

x D x S
 

     

 0 , 1,2,..., , 1,2,...,i jx i m j n     

 ثانويه
 

1 1

 . 
m n

i i j j

i j

Max Z S U D V s t
 

      

 i j i jU V C    

,  آزاد در علامت  i jU V  

1,2,..., , 1,2,...,i m j n    

,خواهيم از حمل و نقل نيست. تنها مي مسائلبحث ما در اينجا ، ثانوية   i jU V .در اين روش استفاده کنيم 

از رابطة 
 i j i jU V C   ،

iUها و
jVکنيم. ) براي شروع کار ، يک مقدار دلخواه به يکي از مقاديرهاي پايه محاسبه ميها را براي خانه

iU يا
jV  داده و بقيه

عنيدهيم ؛ يآوريم (. سپس آنها را در محدوديت مسئلة ثانويه قرار ميرا بدست مي
 i j i jU V C  ، اگر در همه صدق کرد ، جواب بهينه است. اگر صدق نکرد .

دهيم. ) يعني محاسبة ادامة روش را به روش پله سنگ ادامه مي
  i j i jZ C هاي غير پايه و ... (براي خانه 
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اي که حداقل پرداخت هزينه را داشته باشيم ، محاسبه نمائيد. ) وقتي بگونهبه روش اول حمل و نقل را  مثال : مدل حمل و نقل زير را در نظر بگيريد و برنامه ريزي
 گويد حداقل را داشته باشيم ؛ يعني جواب بهينه مورد نظر است (مي

 با استفاده از روش گوشة شمال غربي ، مقادير تخصيص داده شده عبارتند از :

11 12 22 2310 , 10 , 10
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 نکات :

 : دو متغير غير پايه در جدول فوق وجود دارد که عبارتند از
13 21,x x هايي هستند که به آنها مقداري تخصيص داده . اين دو خانه ، همان خانه

 هاي داده شده در صفحة قبل.شکلنشده است. لذا بايد روي آنها يک حلقه ايجاد کنيم. ولي به چه شکلي ؟ به 

 توانند بصورت مورب رسم شوند.اند که بر هم عمودند. اين خطوط نمياشکال از خطوطي تشکيل شده 

 دهاي غير پايه شروع و به همانها ختم خواهد شها مهم نيست و از همان خانهدر هر حلقه ، بايد تنها يک متغير غير پايه وجود داشته باشد. جهت اين حلقه. 
 پس دو تا حلقه خواهيم داشت.

 ها را رسم کرديم ، براي بررسي بهينگي ، بايد مقدار حال که حلقه

  i j i jZ C هاي غير پايه محاسبه کنيم.را براي خانه 

 : براي حلقة قرمز رنگ داريم 

13 13 [( 1 4) ( 1 3) ( 1 4) ( 1 10)] 5Z C               

  رنگ داريم : سبزبراي حلقة 

21 21 [( 1 3) ( 1 4) ( 1 3) ( 1 2)] 0Z C               

 290شدند ، مقداراگر هر دو مقدار فوق ، منفي يا صفر ميZ  
 بهينه بود. ولي در اينجا اينطور نيست. پس بايد جدول جديد رسم شود
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  .براي رسم جدول بايستي متغيرهاي ورودي و خروجي مشخص شوند 

 5ترين مقدار ، از مقادير بدست آمده در فوق :مثبت پس متغير ورودي ، ؛
13x 5باشد ، زيرا مقدارمي .مربوط به حلقة اين خانه است 

 ري را تخصيص دهيم.خواهيم به اين خانه ، مقداگوئيم : متغير ورودي ؛ يعني ميوقتي مي 

  براي متغير خروجي ، به حلقة مربوط به متغير ورودي نگاه کرده و

هايي که در آنها خانه
 1i jy   گيـريم. ) در است را در نـظـر مي

هاي مثـال فـوق خانه
12 23,x x  کداميک کمترين هزينه را دارند ؟ .)

12x ، ؛ لذا متغير خروجي ما
12x .خواهد بود 

 کنيم. در جدول جديد ، تنها مقادير تخصيص جدول جديد را رسم مي
 عوض خواهند شد.

11 13 22 2310 , 10 , 20
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 اگر توجه کنيد ، مقدارZ .در حال کم شدن است 

  در اين جدول هم دو خانة غير پايه وجود دارد و لذا بايستي دو حلقه
 رسم کنيم.

 : براي حلقة قرمز رنگ داريم 

12 12 [( 1 3) ( 1 4) ( 1 10) ( 1 4)] 5Z C               

 : براي حلقة سبز رنگ داريم 

21 21 [( 1 3) ( 1 2) ( 1 4) ( 1 10)] 5Z C              
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 .باز هم بهينه نشد. پس بايد يک گام ديگر ادامه دهيم 

 5ترين مقدار ، از مقادير بدست آمده در فوق :مثبت ، ؛ پس متغير ورودي
21x باشد.مي 

 ، متغير خروجي نيز
11x .خواهد بود 

 کنيمجدول جديد را رسم مي. 
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13 21 2220 , 10 , 20

190

x

Z

x x  

 
 

  توجه کنيد که در اين جدول ، سه خانة غير پايه وجود دارد ولي برعکس
ها از مراحل قبلي ، تکرار شده است. مراحل قبلي ، يکي از  اين خانه

اي وجود داشته باشد براي اين خانه حلقه رسم نخواهيم کرد. اگر نقطه
که در چندين مرحله صفر باشد ، آن مسئله داراي حالت بهينة چندگانه 

حمل و نقل ، به بررسي  مسائلکنيم که در ست. باز هم يادآوري ميا
 پردازيم.حالات خاص نمي
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 : براي حلقة قرمز رنگ داريم 

23 23 [( 1 10) ( 1 4) ( 1 3) ( 1 4)] 5Z C               

 : براي حلقة سبز رنگ داريم 

11 11 [( 1 2) ( 1 3) ( 1 4) ( 1 3)] 0Z C              

  .لذا مقدارهر دو مقدار ، صفر يا منفي شدندZ .بهينه است 
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 بصورت زير است. جواب بهينة مسئله را به روش مضارب بدست آوريد ؟ مثال : يک جواب موجه آغازين مسئلة حمل و نقل
 

 

(2 50) (1 50) (4 50)
1710
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    
 

 

ابتدا بايستيبراي بررسي بهينگي با استفاده از روش مضارب ، 
iUها و

jV ها را

 هاي متغيرهاي پايه بدست آورد.براي خانه
 

ميزان پس خواهيم داشت :
ت ا ا

10 50 2 50 1
6 8 3

70 7 50 12 2

A B D
1
2
3

70

ميزان
 ر ه
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م   
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5
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80
 

با مقداردهي دلخواه به يک متغير ، 
آوريم. معمولًا اين بقيه را بدست مي

 مقداردهي ، به عنصر اول صورت
 گيرد.مي

 
هاي غير پايه ، مقدارسپس براي خانه

  i j i jZ C آوريم.را بدست مي 

1 1

1

2 2

3

3 3

3

2 : 0 2

1 1

4 5

7 3

12 10

9 1

B B

D D

C

A A

B

C C

U V If U V

U V V

U V U

U V V

U V U
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    

   

   

    

   

    

 

 خواهيم داشت :
چون  شدند وطبق شرط بهينگي ، بايستي تمامي جملات فوق ، صفر يا منفي مي

1710Zدو عنصر مثبت شدند ، پس   براي بدست آوردن جواب  نيست.بهينه
 نيم.کبهينه ، از اينجا به بعد ، مانند روش قبلي ، يعني روش پله سنگ عمل مي

 

تعيين متغير ورودي از دو عنصر مثبت : بزرگترين عنصر :
3Dx  

 تعيين متغير خروجي : ...
 الي آخر ...
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در اين مثال ، تنها نقاط 
2 3,D DZ Z ا هگيريم ( و لذا تنها براي همين دو خانه ، حلقه رسم خواهد شد. در اين حلقهغير پايه هستند ) بقية نقاط را صفر در نظر مي

 توقف داشته باشيد. 2Bو يا 1A ،1C ،2Aهايي مثلمهم نيست که شما در خانه


