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  نهاآسيستمهاي عددي و توسعه 

مفاهيمي  ،ايد. اعدادها استفاده كردهگيريايد و از آنها براي محاسبات و اندازهتا امروز با اعداد حقيقي آشنا شده

  اند. هاي فيزيكي ساخته شدهگيري كميترياضي هستند كه براي اندازه

هاي خود، مثلاً تعداد گوسفندان، بودند نياز به شمارش پديد آمد ن ميزان داراييها نيازمند دانستزماني كه انسان

و از اين طريق مفهوم اعداد طبيعي ساخته شد. از لحاظ تاريخي، مفاهيم رياضي در راستاي حل مسائل عملي 

ها بوده است. ابتدا گيري كميتاند. به وجود آمدن اعداد نيز ناشي از نياز انسان به اندازهانسانها، ساخته شده

گيري آنها از طريق شمارش، مفهوم اعداد طبيعي ساخته هاي گسسته مورد توجه واقع شدند و براي اندازهكميت

  شدند.

پذير برخورد شد، لازم بود كه اعداد طبيعي را بتوان بر هم تقسيم كرد. اين هاي تقسيمدر مرحله بعد كه به كميت

 توسعهنيست و براي حل اين مشكل سيستم اعداد به اعداد كسري يا اعداد گويا  عمل در اعداد طبيعي قابل انجام

گيري وجود دار بود. هر جا كه جهتي براي اندازههاي جهتيدايش اعداد منفي نيز ناشي از وجود كميتپپيدا كرد. 

  دارد، اعداد منفي نيز حضور دارند.

ها كافي بود و هيچ نياز عملي به وجود اعدادي از گيري كميتزهتا مدتها اعداد گويا براي رفع نياز انسان براي اندا

ها فرض ميكردند تنها سيستم اعداد، فقط اعداد گويا هستند. نوع ديگر نبود. در واقع، از لحاظ تاريخي، رياضيدان

بر همين اساس، برخي استدلالهاي هندسي  بر اين فرض متكي بود كه اندازه يك پاره خط عددي گويا است. اما 

قضيه فيثاغورس نشان داد كه اگر قرار است خط هندسي پيوستگي داشته باشد، طول برخي پارهخطها نميتواند 

عددي گويا باشد. در اينجا بود كه وجود سيستم بزرگتري از اعداد گويا مورد توجه قرار گرفت و آن را اعداد 

  حقيقي ناميدند.
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شناسيم از رسيدن به سيستم اعداد گويا است. ما تمام اعداد گويا را مي اما رسيدن به اعداد حقيقي بسيار مشكلتر

و ميتوانيم آنها را با نمادهايي نمايش دهيم و قوانين جمع و ضرب آنها را بيان كنيم. اما در مورد سيستم اعداد 

حقيقي فقط آنها را به عنوان نقاطي روي خط ميشناسيم و بايد پرسيد اصلاً چرا آنها را عدد ناميدهايم؟ چگونه 

آنها را با هم جمع كنيم يا در هم ضرب كنيم؟ تنها شناخت شهودي ما از اعداد حقيقي آن است كه نقاط يك 

خط پيوسته هندسي نشان دهنده و نمايشي براي اعداد حقيقي هستند. برخي از اين اعداد همان اعداد گويا 

  هستند و بقيه را كه فقط نقطهاي روي خط هستند، اعداد گنگ ناميده شدهاند.

دهيم. مهمترين شيوه شناخت ما هيچ شناختي از اعداد گنگ نداريم و حداكثر مكان آنها را روي خط تشخيص مي

ما از يك عدد حقيقي دانستن تقريبات آن از طريق اعداد گويا است. معمولا هر عدد حقيقي را از طريق تقريبات 

د و شناسنامه هر عدد حقيقي همان تقريبات اعشاري آن است. به كمك تقريبات اعشاري، شناسناعشاري آن مي

توان جمع و ضرب اعداد حقيقي را تعريف كرد و از اين طريق، اعداد حقيقي واقعا يك سيستم از اعداد خواهند مي

م و همواره تقريبات شد. در حل مسائل مربوط به اعداد حقيقي ما هيچوقت به خود اعداد حقيقي دسترسي نداري

  آوريم.اعشاري آنها را به تعداد رقم مورد نياز به دست مي

  

  پيدايش اعداد مختلط

قابليت  ،در ساختن هر سيستم جديدي از اعداد پس از اعداد حقيقي، چه نيازي به سيستم ديگري از اعداد داريم؟

اعداد صحيح همه اعداد قرينه دارند كه در شود. مثلا در سيستم هاي قبلي اضافه ميجديدي از اعداد به قابليت

سيستم اعداد طبيعي اين خاصيت برقرار نيست. در سيستم اعداد گويا همه اعداد ناصفر وارون دارند كه در سيستم 

اي ريشه دارند كه اعداد صحيح اين خاصيت برقرار نيست. در سيستم اعداد حقيقي همه اعداد مثبت از هر مرتبه

هاي اعداد حقيقي بيشتر از اين است و مهمترين يا اين خاصيت برقرار نيست. البته ويژگيدر سيستم اعداد گو
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كه هر دنباله صعودي از بالا كراندار آن معادل با آن است خاصيتش كه به خاصيت كمال مشهور است آن است 

  همگرا است.

𝑥٢در اعداد حقيقي معادله  + ١ = به اين  هار ندارد. اما، رياضيداندر اعداد حقيقي جذ -١يعني جواب ندارد  ٠

توان انجام داد و قبول يك عدد فرضي كه داشت برخي محاسبات را آسانتر ميجذر مي -١نتيجه رسيدند كه اگر 

ها با اين عدد كند. تا مدتها رياضيدانهاي بسياري در محاسبات راديكالي ايجاد ميشود، سهولت -١توان دوم آن 

ها ياضيدانرطر ماهيت فرضي بودن آن، اين دسته از اعداد را اعداد موهومي ناميدند. اما كار فرضي كار كردند و به خا

توانيم سيستم اعداد حقيقي كه آيا ميآن است طرح شد ال اصلي كه ما موهومات و اعداد خيالي نيست و سوكار ب

 ،يا نه ردين سيستمي وجود دااين كه چن داشته باشد؟ جذر ،در سيستم جديد -١دهيم كه  توسعهاي را به گونه

اي بزرگتر از اعداد يك مسئله رياضي است. ابتدا بايد توجه كنيم كه منظور از سيستم جديد آن است كه مجموعه

حقيقي داشته باشيم كه در آن دو عمل جمع و ضرب برقرار باشند كه تعميمي از دو عمل جمع و ضرب اعداد 

ند و در سيستم جديد، عنصري هم داشته باشند كه توان دوم آن برابر حقيقي باشند و همان خواص را داشته باش

  باشد. -١

هايي براي ساختن اين سيستم جديد ( در صورت وجود) از استراتژي حل شده فرض كردن براي يافتن سرنخ

را در  ℝكه كنيم. يعني فرض كنيد چنين سيستمي از اعداد جديد در اختيار داشته باشيم مسئله استفاده مي

𝑖٢ناميم، يعني مي 𝑖شود. اين عنصر را  -١بردارد و عنصري هم دارد كه توان دوم آن  = دو عدد  𝑏و  𝑎اگر  . ١−

𝑎توانيم عددي به صورت حقيقي باشند با اعمال جمع و ضرب در سيستم فرضي جديد از اعداد مي + 𝑖𝑏  .بسازيم

عداد و استفاده از خواص جمع و ضرب كه طبق فرض برقرارند و با با تكرار عمليات جمع و ضرب روي اين گونه ا

 رسيم.ساده سازي، باز هم به اعدادي به همين شكل مي

𝑎شود كه اعداد جديد، همگي بايد به شكل ها نتيجه مياز اين بررسي + 𝑖𝑏  باشند. اما𝑖  يك عنصر فرضي بود و

انيم با اين روش سيستم جديدي از اعداد بسازيم. براي حل كامل در اختيار نداريم تا بتو 𝑖ما واقعا عددي به نام 
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𝑎مسئله كافيست توجه كنيم براي مشخص شدن  + 𝑖𝑏  كافيست𝑎  و𝑏   را بشناسيم، يعني زوج(𝑎 . 𝑏)  به

𝑎همان خوبي  + 𝑖𝑏 تواند عمل كند و يك تناظر دوسويي بين زوجهاي مرتب مي(𝑎 . 𝑏)   از اعداد حقيقي و

𝑎نامشخص اعداد  + 𝑖𝑏  .وجود دارد  

(𝑎 . 𝑏)  ⟷ 𝑎 + 𝑖𝑏.  

𝑎تواند مسئله ما را حل كند. اگرچه اعداد به صورت تناظر بالا، مي  + 𝑖𝑏  براي ما فرضي و خيالي هستند و در ،

حال حاضر چنين اعدادي را در اختيار نداريم ولي زوجهاي مرتب اعداد حقيقي كاملاً واقعي هستند و ما آنها را در 

ختيار داريم. پس، اگر واقعاً سيستم جديدي از اعداد با خواص گفته موجود باشند بايد بتوانيم آنها را به صورت ا

است كه از  ℝ٢مجموعه جديد از اعداد همان مجموعه  ،زوجهاي مرتب از اعداد حقيقي بيان كنيم. با اين ايده

نامند و به شكل دقيق به را اعداد مختلط مي لحاظ هندسي معادل يك صفحه است. اين سيستم جديد از اعداد

  شود.صورت زير ساخته مي

  

  ساختن اعداد مختلط

را با روش زير به يك مجموعه  ℝ٢هاي قبلي خود به دست آورديم مجموعه هايي كه از بررسيبا توجه به ايده

حالت مجموعه اعداد جديد به دست ناميم. در اين كنيم و آن را مجموعه اعداد مختلط ميجديد از اعداد تبديل مي

ℂاي  از لحاظ مجموعه پسدهند. نشان مي ℂآمده را با  = ℝ٢  .  

هر عدد مختلط يك زوج مرتب از اعداد حقيقي است و بايد بگوييم دو زوج مرتب چگونه با  جمع اعداد مختلط:

هايي شود و با توجه به ايدهنميدلبخواهي انجام  ،سازند. اين تعريفشوند و يك زوج مرتب جديد ميهم جمع مي

  شود. كه بحث كرديم، تعريف انجام مي
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. 𝑎)دو زوج مرتب  𝑏)  و(𝑐 . 𝑑)  متناظر دو عدد فرضي𝑎 + 𝑖𝑏    و𝑐 + 𝑖𝑑  هستند. اگر قرار باشد اين اعداد

  آيد.يفرضي را جمع كنيم، به كمك خواصي كه براي جمع و ضرب فرض كرده بوديم، نتيجه به شكل زير در م

.𝑎 + 𝑖𝑏 + 𝑐 + 𝑖𝑑 = 𝑎 + 𝑐 + 𝑖𝑏 + 𝑖𝑑 = (𝑎 + 𝑐) + 𝑖(𝑏 + 𝑑)  

𝑎)زوج متناظر  ،در بالا حاصلجمع به دست آمده + 𝑐 . 𝑏 + 𝑑) تعريف جمع روي زوجهاي مرتب را  ،است. پس

  دهيم.به صورت زير انجام مي

(𝑎 . 𝑏) + (𝑐 . 𝑑) = (𝑎 + 𝑐 . 𝑏 + 𝑑).  

جديد است و بايد بررسي شود كه همان خواص اساسي عمل جمع ، همان تعريف جمع در سيستم اعداد عمل بالا

. ٠)پذيري آسان است. زوج اعداد را دارد. بررسي خواص جابجايي و شركت صفر اين عمل جمع است و قرينه  (٠

. 𝑎)يك زوج  𝑏) زوج ،(−𝑎 . −𝑏) .است  

بگوييم دو زوج مرتب چگونه در  هر عدد مختلط يك زوج مرتب از اعداد حقيقي است و بايد اعداد مختلط: ضرب

  سازند. شوند و يك زوج مرتب جديد ميهم ضرب مي

شود. دو زوج مرتب هايي كه بحث كرديم، تعريف انجام ميشود و با توجه به ايدهاين تعريف نيزدلبخواهي انجام نمي

(𝑎 . 𝑏)  و(𝑐 . 𝑑)  متناظر دو عدد فرضي𝑎 + 𝑖𝑏    و𝑐 + 𝑖𝑑  باشد اين اعداد فرضي را ضرب هستند. اگر قرار

  آيد.كنيم، به كمك خواصي كه براي جمع و ضرب فرض كرده بوديم، نتيجه به شكل زير در مي

.(𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑐 + 𝑖𝑑) = 𝑎𝑐 + 𝑎𝑖𝑑 + 𝑖𝑏𝑐 + 𝑖𝑏𝑖𝑑           

= 𝑎𝑐 + 𝑖𝑎𝑑 + 𝑖𝑏𝑐 − 𝑏𝑑 = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + 𝑖(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 

𝑎𝑐) زوجمتناظر ، در بالا به دست آمدهضرب حاصل − 𝑏𝑑 . 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)  روي زوجهاي  ضرباست. پس، تعريف

  دهيم.مرتب را به صورت زير انجام مي

(𝑎 . 𝑏)(𝑐 . 𝑑) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 . 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐).  
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 ضربدر سيستم اعداد جديد است و بايد بررسي شود كه همان خواص اساسي عمل  ضرب، همان تعريف عمل بالا

و پخشي بودن نسبت به جمع به عنوان تمرين بر عهده پذيري جايي و شركتاعداد را دارد. بررسي خواص جاب

. ١). زوج خواننده است   زيرا:است  ضرباين عمل  ١عدد  (٠

(𝑎. 𝑏)(١.٠) = (𝑎 × ١ − 𝑏 × ٠ . 𝑎 × ٠ + 𝑏 × ١) = (𝑎 . 𝑏).  

. 𝑎) ناصفر زوج هرو  𝑏) ،ن وبراي به دست آوردن وار .وارون دارد(𝑎 . 𝑏)  فرض كنيد(𝑥 . 𝑦)  .وارون آن باشد

  پس

.(𝑎 . 𝑏)(𝑥 . 𝑦) = (١ . ٠)  ⇒  (𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 . 𝑎𝑦 + 𝑏𝑥) = (١ . ٠)  

.⇒  ൜
𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 = 1
𝑎𝑦 + 𝑏𝑥 = 0

 ⟹ 𝑥 =
௔

௔మା௕మ
  .  𝑦 =

ି௕

௔మା௕మ
 

. 𝑎)دهد كه وارون زوج ناصفر اين محاسبه نشان مي 𝑏)  زوج  ،
𝑎

𝑎2+𝑏2

−𝑏

𝑎2+𝑏2  است. توجه كنيد كه

. 𝑎)شرط ناصفر بودن  𝑏)   معادل با آن است كه𝑎ଶ + 𝑏ଶ ≠ 0 .  

ايم كه داراي دو عمل جمع و ضرب است و اين اعمال خواصي مشابه جمع و ردهتا اينجا سيستمي به دست آو

را در خود داشته باشد و  ضرب اعداد معمولي دارند. مسئله هنوز حل نشده است، اين سيستم بايد اعداد حقيقي

   باشد. -١عنصري داشته باشد كه توان دوم آن 

𝑎اي از اعداد مختلط، از اعداد به صورت اعداد حقيقي به عنوان زيرمجموعه + 𝑖 × تشكيل شده است كه  ٠

. 𝑎)متناظر زوجهاي مرتب به صورت  . 𝑎)توانيم هر زوج به صورت هستند. بنابراين، مي (٠ عدد  را به عنوان (٠

اي از مجموعه اعداد مختلط در با اين عمل، مجموعه اعداد حقيقي به عنوان زيرمجموعه در نظر بگيريم. 𝑎حقيقي 

. 𝑎)به عنوان يك عدد مختلط، زوج مرتب  𝑎آيد. فقط بايد توجه داشته باشيم كه عدد حقيقي مي است.   (٠



٨ 
 

. ٠)براي مثال، زوج  . ١)و زوج  ٠همان  (٠ ست، يعني صفر و يك اعداد مختلط همان صفر و يك ا ١همان  (٠

  اعداد حقيقي است.

اي از جمع و ضرب اعداد حقيقي است. قبل از ادامه بحث، بايد تحقيق كنيم كه جمع و ضرب اعداد مختلط توسعه

. 𝑎)يعني جمع و ضرب زوجهاي  . 𝑏)و   (٠  𝑎همان جمع و ضرب دو عدد حقيقي  ،به عنوان اعداد مختلط  (٠

  دهند.هاي زير درستي اين مطلب را نشان ميتساوي است. 𝑏و 

.(𝑎 . ٠) + (𝑏 . ٠) = (𝑎 + 𝑏 . ٠)    .    (𝑎 . ٠)(𝑏 . ٠) = (𝑎𝑏 . ٠)  

ℝبه اين ترتيب  ⊆ ℂ  و جمع و ضربℂ اي از جمع و ضرب توسعهℝ .است  

. ٠)متناظر زوج  𝑖است؟ عنصر فرضي  -١برابر  ℂاما، توان دوم چه عنصري در  است و قاعدتاً توان دوم آن    (١

  كنيم.شود. اين مطلب را بررسي مي -١بايد 

(٠ . ٠)(١ . ١) = (٠ × ٠ − ١ × ١ . ٠ × ١ + ١ × ٠) = (−١ . ٠) = −١ 

اي از اعداد حقيقي است و در ايم كه توسعهاكنون مسئله كاملاً حل شده است و سيستمي جديدي از اعداد ساخته

. ٠)اگر عنصر  .است -١آن عنصري وجود دارد كه توان دوم آن  ديگر يك  𝑖نمايش دهيم،  𝑖را با همان نماد  (١

. ٠)عنصر فرضي نيست و عنصر مشخص  مقدار   𝑏و  𝑎توانيم براي دو عدد حقيقي ) است. مي ℂ( يا  ℝ٢در  (١

𝑎 + 𝑖𝑏    را محاسبه كنيم كه دقيقاً همان زوج(𝑎 . 𝑏) .خواهد بود  

𝑎 + 𝑖𝑏 = (𝑎 . ٠) + (٠ . ١)(𝑏 . ٠) = (𝑎 . ٠) + (٠ × 𝑏 − ١ × ٠  . ٠ × ٠ + ١ × 𝑏) 

= (𝑎 . ٠) + (٠ . 𝑏) = (𝑎 . 𝑏)                                                            

. 𝑎)توانيم هم به صورت از اين به بعد، اعداد مختلط را مي 𝑏)  و هم به صورت𝑎 + 𝑖𝑏  در نظر بگيريم. فقط

𝑎داد مختلط به صورت توجه داشته باشيد كه در نمايش اع + 𝑖𝑏  ،𝑎  همان(𝑎 . . 𝑏)همان  𝑏و   (٠   𝑖و  (٠

. ٠)همان    است. (١
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بر هم، به  𝑤و  𝑧تقسيم دو عدد مختلط دهيم و نشان مي 𝑧ି١را با  𝑧بنا به قرارداد، وارون يك عدد مختلط 

صورت 
௭

௪
= 𝑧𝑤ି١، به ويژه شودتعريف مي ١

𝑤
= 𝑤ି١ .  

  ثال:م

١ା௜

١ି௜
= (١ + 𝑖)(١ − 𝑖)ି١ =

١
٢

(١ + 𝑖)٢ = 𝑖    .     
١

١ି௜
=

١
٢

(١ + 𝑖)  .   
١
௜

= 𝑖ି١ = −𝑖.  

  

  نمايش هندسي اعداد مختلط

خط توان به صورت يك خط هندسي در نظر گرفت كه روي آن يك جهت و مبدا و پارهمجموعه اعداد حقيقي را مي

كند. متناظر هر عدد حقيقي عمل يك نمايش هندسي براي اعداد حقيقي ايجاد مي واحد تعيين كرده باشيم. اين

  شود.يك نقطه از اين خط و متناظر هر نقطه از اين خط يك عدد حقيقي در نظر گرفته مي

  

ه داراي توانند متناظر نقاط يك صفحه تحليلي شده كمي  ℝ٢است و اعضاي   ℝ٢مجموعه اعداد مختلط همان 

توانيم با يك صفحه داراي دستگاه دستگاه مختصات است، قرار بگيرند. بنابراين مجموعه اعداد مختلط را مي

كند. در اين صفحه مكان اعداد مختصات، نمايش دهيم. اين عمل يك نمايش هندسي از اعداد مختلط ايجاد مي

𝑎و  𝑖𝑏و  𝑎و  𝑖و  ١و  ٠ + 𝑖𝑏 شوندبه شكل زير مشخص مي.  

  

  

  

  

ℝ 

𝑎 + 𝑖𝑏 = (𝑎 . 𝑏) 
(٠ . 𝑏) = 𝑖𝑏 

(٠ . ١) = 𝑖 

𝑎 ٠ ١ 

١ ٢-  ٠ ١ 

ℂ = ℝ٢ 
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نقاط روي محور نامند. و به همين دليل، محور افقي را محور حقيقي ميروي محور افقي، اعداد حقيقي قرار دارند. 

عدد مختلط در و از طرف ديگر به عنوان  شوندداده مينشان  𝑎افقي، از يك طرف به عنوان عدد حقيقي مثلاً با 

. 𝑎)صفحه، با زوج   به عنوان نمايش هندسي اعداد مختلط بكار برده اي را كه. صفحهدنشوده مينشان دا  (٠

  نامند. صفحه مختلط مي شود،مي

نامند. موهومي نامي است هستند و به اين دليل آن را محور موهومي مي 𝑖𝑏اعداد روي محور عمودي به صورت 

است. در ابتداي پيدايش اعداد مختلط، سيستمي درستي براي آنها كه از لحاظ تاريخي در اعداد مختلط وارد شده 

شد و تا مدتها كسي باور نداشت كه چنين پيشنهاد نشده بود و فقط با همان سيستم فرضي از اعداد مختلط كار مي

از اين  شد و در تعبير هندسياعدادي وجود دارند، به همين دليل براي آنها از اعداد موهومي يا خيالي استفاده مي

هستند و آنها را  𝑖𝑏اعداد مختلط روي محور موهومي به صورت  ناميدند.اعداد، محور عمودي را محور موهومي مي

  نامند. مي موهومي محضاعداد 

به 𝑧 فرض كنيد عدد مختلط  هر عدد مختلط به صورت مجموع يك عدد حقيقي و يك عدد موهومي محض است.

𝑧صورت  = 𝑎 + 𝑖𝑏 صورت،  باشد، در اين𝑎  را قسمت حقيقي𝑧  و𝑏  را قسمت موهومي𝑧 نامند. قسمت مي

  دهند. بنابراين:نشان مي 𝐼𝑚(𝑧)و قسمت موهومي آن را با  ℛ𝑒(z)را با  𝑧حقيقي 

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 ⇒  ℛ𝑒(𝑧) = 𝑎 . 𝐼𝑚(𝑧) = 𝑏.  

ند. براي مثال قسمت كه قسمت حقيقي و موهومي يك عدد مختلط، هر دو، عدد حقيقي هستتوجه داشته باشيد 

حقيقي اعداد موهومي محض صفر است و يك عدد مختلط موهومي محض است اگر و فقط اگر قسمت حقيقي 

آن صفر باشد. همچنين قسمت موهومي اعداد حقيقي صفر است و يك عدد مختلط عدد حقيقي است اگر وفقط 

  اگر قسمت موهومي آن صفر باشد.

١)ℛ𝑒    مثال: − ٢ 𝑖) = ١ . 𝐼𝑚(١ − ٢ 𝑖) = −٢ . ℛ𝑒(٣٥ 𝑖) = ٠ . 𝐼𝑚(𝑖٢) = ٠ . 𝐼𝑚(𝑖٣) = −١.  
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  مسائل

در صفحه مختلط بيابيد و قسمت حقيقي و موهومي آنها را به دست آوريد و را مكان اعداد مختلط زير  )١

 .روي شكل نشان دهيد

𝑧١ = ٣ + ٤ 𝑖   .    𝑧٢ = −١ + 𝑖      .    𝑧٣ = ٥     .     𝑧٤ = −𝑖 

𝑧١ + 𝑧٢  .   𝑧١𝑧٢  .  𝑧١ − 𝑧٢𝑧٣  .   𝑧٢𝑧٣𝑧٥   .   𝑧١
٢  .   𝑧٢

٣  .  𝑧٤
١٠٠ 

𝑖٥قسمت حقيقي و موهومي عدد مختلط  )٢ + 𝑖٤ − 𝑖٣ +  را به دست آوريد. ٤

 نيد.پذيري ضرب اعداد مختلط را طبق تعريف داده شده، بررسي كخاصيت شركت )٣

 خاصيت پخشي ضرب نسبت به جمع را در اعداد مختلط طبق تعريف داده شده، بررسي كنيد. )٤

 هاي زير را نشان دهيد.يك عدد حقيقي باشد، درستي تساوي λدو عدد مختلط و  𝑤و  𝑧اگر  )٥

.ℛ𝑒(𝑧 + 𝑤) = ℛ𝑒(𝑧) + ℛ𝑒(𝑤) 

.𝐼𝑚(𝑧 + 𝑤) = 𝐼𝑚(𝑧) + 𝐼𝑚(𝑤)  

.ℛ𝑒(𝜆𝑧) = 𝜆ℛ𝑒(𝑧) .    𝐼𝑚(𝜆𝑧) = 𝜆𝐼𝑚(𝑧)  

.ℛ𝑒(𝑖𝑧) = −𝐼𝑚(𝑧) .   𝐼𝑚(𝑖𝑧) = ℛ𝑒(𝑧)  

 مقادير زير را حساب كنيد. ) ٦

١
௜
  .  

١ି٢ ௜

٢ା௜
   .    

٥ା٣ ௜

٥ି٣ ௜
×

٢
௜ି١

  .  
௜

٣
−

௜ି٤
٢ ௜

  .
٣ା٥ ௜

ି٢ି٢ ௜
× (٢ − 𝑖).  

 :ثابت كنيد 𝑧براي هر عدد مختلط  )٧

  هم مساوي هستند.از مبدا با  𝑖𝑧و  𝑧الف) فاصله 

  بر هم عمودند. 𝑖𝑧و  𝑧دو خط واصل از مبدأ به ب)  

஠حول مبدأ به اندازه زاويه  𝑧در صفحه با دوران  𝑖𝑧پ)  

٢
 آيد.به دست مي 

𝑧٢ثابت كنيد معادله  )٨ + ١ = 𝑧هاي در اعداد مختلط فقط داراي جواب ٠ = ±𝑖 .است 

𝑧٢داريم  𝑧به ازاي كدام اعداد مختلط  )٩ ∈ ℝ . 
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 درستي اتحادهاي زير را در اعداد مختلط بررسي كنيد. )١٠

(𝑧 + 𝑤)(𝑧 − 𝑤) = 𝑧٢ − 𝑤٢ 

𝑧 ≠ ١  ⇒   ١ + 𝑧٢ + 𝑧٣ + ⋯ + 𝑧௡ =
١ − 𝑧௡ା١

١ − 𝑧
 

  آيا همه اتحادهاي جبري در اعداد حقيقي در اعداد مختلط هم برقرارند؟ چرا؟

اي مرتب كرد كه دو عداد مختلط را به گونهتوان اتوان اعداد مختلط را مرتب كرد؟ آيا ميآيا مي )١١

 خاصيت زير برقرار شوند؟

                              𝑧١ ≤ 𝑧٢  ⇒   𝑤 + 𝑧١ ≤ 𝑤 + 𝑧٢     

٠ ≤ 𝑤  .  𝑧١ ≤ 𝑧٢    ⇒    𝑤𝑧١ ≤ 𝑤𝑧٢ 

  

  اعمال روي اعداد مختلط و تعبير هندسي آنها

اد مختلط يك صفحه تحليلي است، بين خواص جبري اعداد مختلط و خواص از آنجا كه تعبير هندسي مجموعه اعد

توان كند و ميهندسي صفحه رابطه نزديكي وجود دارد. شناخت اين رابطه كمك زيادي به درك اعداد مختلط مي

مسائل جبري اعداد مختلط را به مسائل هندسي صفحه تبديل كرد و برعكس مسائل هندسي صفحه را به كمك 

  مختلط بررسي كرد.اعداد 

𝑧كه به صورت  𝑧هر عدد مختلط  تعبير هندسي عمل جمع: = 𝑎 + 𝑖𝑏  است برداري را در صفحه به مختصات

(𝑎 . 𝑏)  هاي حقيقي و موهومي مختصات اين بردار، همان قسمت كند.معين مي𝑧 .هستند  

  

  

  

  

  

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 𝑖𝑏 

𝑎 
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شوند. در جمع اعداد مختلط فه به مولفه با هم جمع ميدانيد، در جمع بردارها، مختصات آنها، مولهمانطور كه مي

شوند. بنابراين عمل جمع اعداد مختلط، هاي موهومي آنها به ترتيب با هم جمع ميهاي حقيقي و قسمتنيز قسمت

  اگر آنها را به عنوان بردار در نظر بگيريم، همان عمل جمع بردارهاست.

  

  

  

  

  

  

𝑧را در عدد مختلط  λاگر عدد حقيقي  حقيقي در اعداد مختلط:تعبير عمل ضرب اعداد  = 𝑎 + 𝑖𝑏  ضرب

𝜆𝑧به صورت  ، حاصل،كنيم = 𝜆𝑎 + 𝑖𝜆𝑏 آيد. قسمت حقيقي در مي𝜆𝑧  برابر𝜆𝑎   و قسمت موهومي آن برابر

𝜆𝑏   است. بنابراين، اگر𝑧 قيقي همان عمل ضرب عدد ح ،را به عنوان بردار در نظر بگيريم، اين عمل𝜆  در بردار

  نسبت به مبدأ است. 𝜆با ضريب  𝑧متناجس  𝜆𝑧. در واقع  است. يك تعبير هندسي اين عمل، تجانس است

  

  

  

  

نسبت به  𝑧و  𝜆𝑧باشد، وضعيت  ١مثبت و كمتر از  𝜆بزرگتر است. اگر  ١مقدار مثبتي دارد و از  𝜆در شكل بالا 

  نسبت به هم چگونه است؟ 𝑧و  𝜆𝑧وضعيت  منفي باشد، 𝜆هم چگونه است؟ اگر 

اند، ولي ال جمع و ضرب اعداد حقيقي روي اعداد مختلط توسعه داده شدهمتا اينجا فقط اع طول اعداد مختلط:

د يا نه. نباشروي اعداد حقيقي اعمال ديگري هم داريم كه بايد بررسي شود كه آيا قابل تعميم به اعداد مختلط مي

𝑧 

𝑤 

𝑧 + 𝑤 

𝑧 

𝜆𝑧 
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كند. قدر را نظير مين زه آامطلق اعداد حقيقي، عملي است كه به هر عدد حقيقي، مقدار يا اندبراي مثال، قدر 

  شود. مطلق هر عدد حقيقي يك عدد حقيقي مثبت است و از طريق علامت مثبت يا منفي آن تعيين مي

توانيم با اين روش يآيا قدرمطلق اعداد مختلط نيز قابل تعريف است؟ در اعداد مختلط، مثبت و منفي نداريم و نم

قدرمطلق اعداد مختلط را تعريف كنيم. اما، اگر از تعبير قدرمطلق يك عدد به صورت فاصله آن عدد تا مبدأ استفاده 

كنيم، اين مفهوم در اعداد مختلط نيز قابل بكاربردن است. قدرمطلق هر عدد حقيقي برابر است با فاصله آن عدد 

ختلط نيز بنا به تعريف، قدرمطلق هر عدد مختلط برابر است با فاصله آن عدد حقيقي تا مبدأ. در باره اعداد م

  دهيم.نشان مي |𝑧|را با  𝑧قدر مطلق عدد مختلط مختلط تا مبدأ. 

  

  

  

  

  

يك عدد حقيقي باشد، قدرمطلق آن به عنوان عدد مختلط، همان قدرمطلق آن به عنوان يك عدد حقيقي  𝑧اگر 

𝑧به صورت  𝑧است. اگر  = 𝑎 + 𝑖𝑏   باشد، روشن است كه|𝑧| = √𝑎٢ + 𝑏توجه داشته باشيد كه قدرمطلق  . ٢

  هر عدد مختلط ناصفر، يك عدد حقيقي مثبت است و فقط قدرمطلق صفر، صفر است.

قدرمطلق هر عدد مختلط همان طول بردار متناظر آن عدد است. به همين دليل قدرمطلق يك عدد مختلط را 

خواص قدرمطلق اعداد مختلط، كاملاً مشابه خواص قدرمطلق در اعداد حقيقي است. نامند. آن عدد نيز ميطول 

  برقرارند. 𝑤و 𝑧براي هر دو عدد مختلط سه خاصيت اصلي عمل قدرمطلق به شكل زير 

١( |𝑧| = ٠   ⇔     𝑧 = ٠ 

٢( |𝑧𝑤| = |𝑧||𝑤| 

٣( |𝑧 + 𝑤| ≤ |𝑧| + |𝑤|  

𝑖𝑏 

𝑎 

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 
|𝑧| = ඥ𝑎٢ + 𝑏٢ 
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زيرا برقراري اين نامساوي دقيقآٌ معادل با آن است كه در هر مثلث طول  نامند،خاصيت سوم را نامساوي مثلث مي

   هر ضلع، كوچكتر از مجموع طول دو ضلع ديگر است.

  

  

  

  

  

  

اگر قسمت موهومي يك عدد مختلط را قرينه سازيم، عدد به دست آمده را مزدوج آن  مزدوج اعداد مختلط:

𝑎مزدوج عدد مختلط نامند. بنابراين عدد مختلط مي + 𝑖𝑏  عدد𝑎 − 𝑖𝑏  است. مزدوج هر عدد مختلط مانند𝑧 

𝑧دهند. بنابراين، اگر نشان مي 𝑧را با  = 𝑎 + 𝑖𝑏   آنگاه𝑧 = 𝑎 − 𝑖𝑏 .  

  نسبت به محور حقيقي است.  𝑧اي يينهآهمان تقارن  𝑧از لحاظ هندسي،  

  

  

  

  

  

  

𝑧̿كند، يعني  از يك عدد، مجددا همان عدد را ايجاد مي روشن است كه دوبار مزدوج گيري = 𝑧  عمل مزدوج .

در زير  به عنوان  كند.گيري خواص جالب توجه بسياري دارد كه كمك بسياري به محاسبات با اعداد مختلط مي

  مثال، برخي از اين خواص آورده شده است.

−𝑖𝑏 

𝑖𝑏 

𝑎 

𝑧 

𝑤 

𝑧 + 𝑤 

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 

𝑧 = 𝑎 − 𝑖𝑏 
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  آيا ممكن است مزدوج يك عدد مختلط خودش باشد؟ :)١(نكته

بله، اگر قسمت موهومي يك عدد مختلط صفر باشد، قرينه شدن قسمت موهومي تغييري در عدد مختلط ايجاد 

كند. اعدادي كه قسمت موهومي آنها صفر است، همان اعداد حقيقي هستند، پس مزدوج اعداد حقيقي نمي

اشد، عدد حقيقي است. خودشان هستند. اين موضوع دو طرفه است و هر عدد مختلطي كه برابر مزدوج خودش ب

𝑧يك عدد حقيقي است اگر و فقط اگر  𝑧بنابراين: عدد مختلط  = 𝑧 .  

  آيا ممكن است مزدوج يك عدد مختلط برابر قرينه خود عدد باشد؟ :)٢(نكته

بله، كافيست قسمت حقيقي عدد مختلط صفر باشد و فقط قسمت موهومي داشته باشد تا با قرينه شدن قسمت 

قرينه شود. اعدادي كه قسمت حقيقي آنها صفر است، اعداد موهومي محض هستند، پس مزدوج  موهومي كل عدد

اعداد موهومي محض، قرينه آنها است. اين موضوع دوطرفه است و اگر مزدوج يك عدد مختلط برابر قرينه آن 

𝑧موهومي محض است اگر و فقط اگر  𝑧باشد، حتما موهومي محض است. بنابراين: عدد مختلط  = −𝑧 .  

در اعداد حقيقي، توان دوم هر عدد، همان توان دوم قدرمطلق آن است. اما در اعداد مختلط اين مطلب  :)٣(نكته

تواند توان دوم قدرمطلق آن را ايجاد كند. ضرب هر عدد مختلط در مزدوج آن مي ،درست نيست. در اعداد مختلط

𝑧دهد كه براي هر عدد مختلط محاسبه زير نشان مي = 𝑎 + 𝑖𝑏  داريم𝑧𝑧 = |𝑧|٢   .  

.𝑧𝑧 = (𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑎 − 𝑖𝑏) = 𝑎٢ − (𝑖𝑏)٢ = 𝑎٢ + 𝑏٢ = |𝑧|٢  

هر عدد مختلط ناصفر وارون دارد و با استفاده از حل دستگاه معادلات در اعداد حقيقي، وارون يك عدد  :)٤نكته(

گيري راه ديگري را براي محاسبه وارون يك عدد مختلط ناصفر را حساب كرديم. در اينجا به كمك عمل مزدوج 

𝑧آوريم. فرض كنيد مختلط به دست مي = 𝑎 + 𝑖𝑏  يك عدد مختلط ناصفر باشد، يعني|𝑧| ≠ ٠   .  

𝑧ି١ =
١
௭

=
௭

௭௭
=

௔ି௜௕

௔٢ା௕٢ =
௔

௔٢ା௕٢ + 𝑖
ି௕

௔٢ା௕٢..  

  وارون هر عدد مختلط ناصفر همراستا با مزدوج آن است.دهد كه تساوي بالا همچنين نشان مي
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اند و روابط زير عمل مزدوج گيري و اعمال جمع و ضرب اعداد مختلط به شكلي طبيعي به هم مرتبط ):٥(نكته

  برقراراست. 𝑤و 𝑧براي هر دو عدد مختلط 

𝑧 + 𝑤 = 𝑧 + 𝑤    .      𝑧𝑤 = 𝑧 𝑤.  

  

  مسائل

 داريم: 𝑧عدد مختلط ثابت كنيد براي هر  )١

ℛe(z) =
١
٢

(𝑧 + 𝑧)     .       𝐼𝑚(𝑧) =
١

٢ ௜
(𝑧 − 𝑧).  

|𝑧|ثابت كنيد   𝑧براي هر عدد مختلط  )٢ = |−𝑧| = |𝑖𝑧| = |𝑧| .  وضعيت اين اعداد را در صفحه

 مختلط نسبت به هم مشخص كنيد.

𝑧را مشخص كنيد كه در تساوي  𝑧كليه اعداد مختلطي مانند  )٣ = 𝑖𝑧 كنند و اين اعداد را در صدق مي

 صفحه مختلط مشخص كنيد.

𝑧طول عدد مختلط  )٤ = (١ + 𝑖)൫١ + 𝑖√٢൯ ⋯ ൫١ + 𝑖√𝑛൯ .را حساب كنيد 

را مشخص كنيد كه در تساوي  𝑧باشد، كليه اعداد مختلطي مانند  ١يك عدد مختلط به طول  𝑤اگر  )٥

𝑧 = 𝑤𝑧 كنيد.كنند و اين اعداد را در صفحه مختلط مشخص صدق مي 

ℛe(z)ثابت كنيد   𝑧براي هر عدد مختلط  ) ٦ ≤ |𝑧|. 

ቀها ثابت كنيد ) را ثابت كنيد. به كمك اين تساوي٥(نكتههاي تساوي )٧
௓

ௐ
ቁ =

௓

ௐ
. به ويژه نتيجه 

𝑧ି١بگيريد:  = 𝑧
ି١ . 

|𝑧𝑤|) تساوي ٥(نكتهبه كمك  )٨ = |𝑧||𝑤| .را ثابت كنيد 

|𝑧௠|ابت كنيد ث 𝑚به ازاي هر عدد صحيح  )٩ = |𝑧|௠ . 
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𝑧|نامساوي مثلث ،   )١٠ + 𝑤| ≤ |𝑧| + |𝑤| و ساير مطالبي كه تا كنون به دست ٣(، را به كمك نكته (

 ايد، ثابت كنيد.آورده

 به كمك نامساوي مثلث، نامساوي زير را كه به نامساوي تفاضل مشهور است، ثابت كنيد. )١١

|𝑧| − |𝑤| ≤ |𝑧 − 𝑤|.  

) ثابت كنيد وارون يك عدد مختلط ناصفر برابر مزدوج آن است اگر و فقط اگر آن ٣(اده از نكتهبا استف )١٢

را در صفحه مختلط مشخص كنيد و  ١داشته باشد. مجموعه اعداد مختلط به طول  ١عدد مختلط طول 

 وارون هر كدام از آنها را روي شكل مشخص كنيد.

|𝑧|در حالات ،  𝑧و  𝑧را نسبت به  𝑧مختلط ناصفر  ) وضعيت وارون يك عدد٤(با استفاده از نكته  )١٣ > ١ 

|𝑧| و  = |𝑧|  و  ١ <  مشخص كنيد.  ١

برابر  𝑤و  𝑧را به عنوان دو بردار در نظر بگيريم ثابت كنيد ضرب داخلي  𝑤و  𝑧اگر دو عدد مختلط   )١٤

𝑧𝑤.فقط اگر به عنوان دو بردار بر هم عمودند اگر و  𝑤و 𝑧. ثابت كنيدℛ𝑒(𝑧𝑤)است با  + 𝑧𝑤 = ٠ 

هايي را مشخص كنيد كه 𝑧يك عدد مختلط ناصفر داده شده باشند، مكان  𝑤يك عدد حقيقي و  𝑐اگر   )١٥

ℛ𝑒(𝑤𝑧)در تساوي  = 𝑐 كنند.صدق مي 

𝑧|دو عدد مختلط باشند،  𝑤و  𝑧اگر  )١٦ − 𝑤|  از لحاظ هندسي چه معنايي  دارد؟ 

𝑧|رابطه  هايي در صفحه مختلط كه در 𝑧مجموعه   )١٧ − 𝑖| =  كنند، مشخص كنيد.صدق مي ٤

𝑧|هايي در صفحه مختلط كه در رابطه  𝑧مجموعه  )١٨ − 𝑖| + |𝑧 + ٢ 𝑖| = كنند، مشخص صدق مي ٨

 كنيد.

𝑧|يك عدد حقيقي است اگر و فقط اگر  𝑧ثابت كنيد عدد مختلط  )١٩ − 𝑖| = |𝑧 + 𝑖| . 

|𝑧|ثابت كنيد هيچ عدد مختلطي در تساوي  )٢٠ − 𝑧 = 𝑖 كند.صدق نمي 

𝑧|مكان اعداد مختلطي كه در تساوي  )٢١ + ٣ 𝑖| = ٢|𝑧| كنند، بيابيد.صدق مي 
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١مكان اعداد مختلطي را بيابيد كه در نامساوي  )٢٢ < ℛ𝑒 ቀ
١
௭
ቁ كنند.صدق مي 

 

  نمايش قطبي اعداد مختلط و تعبير هندسي عمل ضرب 

خط واصل بين بين پاره فاصله آن تا مبدأ و زاويه توان از طريقرا مي تحليلي شدهصفحه يك هر نقطه از 

  دهيم.نشان مي 𝜃و زاويه را با  𝜌فاصله نقطه تا مبدأ را با  آن نقطه و مبدأ با محور حقيقي مشخص كرد.

  

  

  

  

  

. 𝜌)اگر صفحه تحليلي شده را به عنوان صفحه مختلط در نظر بگيريم زوج  𝜃)  را مختصات قطبي عدد

𝑧  هاي حقيقي و موهومي ر اين صورت قسمتروشن است كه د نامند.مي𝑧  به ترتيب مقادير𝜌 cos 𝜃 

𝜌و  sin 𝜃  :هستند و داريم  

. 𝑧 = 𝜌 cos 𝜃 + 𝑖𝜌 sin 𝜃 = 𝜌(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)  

آن  قطبي نمايشتوان به شكل بالا نوشت و اين شيوه نوشتن يك عدد مختلط را هر عدد مختلط را مي

𝑧عدا مختلط به صورت نمايش انامند. عدد مي = 𝑎 + 𝑖𝑏 ناميم. را نمايش كارتزين مي  

 𝜃مقدار  نامند.مي 𝑧را زاويه يا آرگومان  𝜃است.  𝑧يعني طول  |𝑧|همان  𝜌مقدار ،  𝑧در نمايش قطبي 

) را ايماويه را بر حسب راديان در نظرگرفته(ز 𝜋 ٢شود و هر مضرب صحيحي از به طور يكتا تعيين نمي

   باز هم به عنوان زاويه عدد قابل قبول است.و كم كنيم از آن به آن اضافه يا توانيم مي

𝜌داريم براي عدد صفر  =  𝜃، زيرا براي هر زاويه توان درنظر گرفتمي آن را هر مقداري زاويه ولي  ٠

٠داريم:   = ٠ × (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) .  

𝜌 sin 𝜃 

𝜌 cos 𝜃 

𝜃 

𝑧 

𝜌 
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  رتزين آن عدد قابل نوشتن است. زيرا، با داشتن نمايش قطبي يك عدد مختلط به راحتي نمايش كا

𝑧 = 𝜌(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)       ⇒      𝑧 = 𝜌 cos 𝜃 + 𝑖𝜌 sin 𝜃 

𝑧اما با داشتن نمايش كارتزين   = 𝑎 + 𝑖𝑏    داريم𝜌 = √𝑎٢ + 𝑏اما تعيين زاويه  ٢  ،𝑧  كمي

tanباشد داريم  𝜃موهومي محض نباشد و زاويه آن  𝑧مشكلتر است. اگر  𝜃 =
௕

௔
در ربع اول يا  𝑧. اگر  

𝜃توانيم بنويسيم : چهارم باشد مي = tan−١ 𝑏

𝑎
توانيم بنويسيم: در ربع دوم يا سوم باشد مي 𝑧. اما اگر 

𝜃 = tan−١ 𝑏

𝑎
+ 𝜋  از طريق .cos 𝜃  وsin 𝜃 مقدار  تواننيز مي𝜃 را به دست آورد، زيرا  

cos 𝜃 =
௔

√௔٢ା௕٢ ,  sin 𝜃 =
௕

√௔٢ା௕٢ .  

  در كدام ربع واقع شده است. 𝑧البته بازهم بايد بدانيم 

𝑧نمايش قطبي مثال:  = −١ − 𝑖 .را بنويسيد   

𝜌داريم  = ඥ(−١)٢ + (−١)٢ = tanو    ٢√ 𝜃 =
ି١
ି١

= در ربع سوم واقع شده  𝑧. چون  ١

θ،  است =
஠

٤
+ 𝜋   قبول است. پس:قابل 𝑧 = −١ − 𝑖 = √٢(cos

٥ గ

٤
+ 𝑖 sin

٥ గ

٤
)  

١و    𝑖و  -٣و  ٢نمايش قطبي اعداد  مثال: + 𝑖    ١−و + √٣𝑖  ٥−و 𝑖 .را بنويسيد  

٢ = ٢(cos ٠ + 𝑖 sin ٠)                     .                   − ٣ = ٣(cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) 

𝑖 = ١ × ቀcos
𝜋

٢
+ 𝑖 sin

𝜋

٢
ቁ               .             ١ + 𝑖 = √٢ ቀcos

𝜋

٤
+ 𝑖 sin

𝜋

٤
ቁ 

−١ + √٣𝑖 = ٢ ൬cos
٥ 𝜋

٣
+ 𝑖 sin

٥ 𝜋

٣
൰        .    − ٥ 𝑖 = ٥(cos

٣ 𝜋

٢
+ 𝑖 sin

٣ 𝜋

٢
) 

در  πتواند تواند صفر در نظر گرفته شود. زاويه اعداد حقيقي منفي ميزاويه اعداد حقيقي مثبت مي

஠تواند نظرگرفته شود. زاويه اعداد موهومي محض كه قسمت موهومي آنها مثبت است مي

٢
در نظر گرفته  

تواند شود. زاويه اعداد موهومي محض كه قسمت موهومي آنها منفي است مي
٣ ஠

٢
−يا   

గ

٢
در نظر گرفته  

  شود.
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  اي دارد؟چه رابطه 𝑧آن مزدوج  نمايش قطبيبا  𝑧يك عدد مختلط  نمايش قطبي: نكته

ديد كه فاصله آنها تا مبدأ مساوي است و توان از وضعيت هندسي اين دو عدد در صفحه مختلط مي

توانيم قرينه آن زاويه را براي اي كه براي يكي از آنها در نظر بگيريم، ميحدس زد كه هر زاويهتوان مي

  ديگري در نظر بگيريم.

  

  

  

  

  

𝑧قع نمايش قطبي عدد در وا = 𝜌(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)    با تبديل𝜃  به−𝜃  تبديل به نمايش قطبي𝑧 شود.مي  

𝑧 = 𝜌(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)       ⇒      𝑧 = 𝜌(cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃)) 

𝑧شوند و به صورت ، با زاويه خود مشخص مي ١اعداد مختلط به طول  = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 شوند.نوشته مي  

  

  

  

  

  

است. يك سوال جالب توجه آن  ١عدد مختلطي به طول  مجدداً  ١دانيم حاصلضرب دو عدد مختلط به طول مي

اند چقدر بر حسب زاويه دو عددي كه در هم ضرب شده ١است كه: زاويه حاصلضرب دو عدد مختلط به طول 

   سازد.را مشخص مياست؟ يك محاسبه ساده، جواب اين سوال 

𝑧فرض كنيد  = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃    و𝑤 = cos 𝜑 + 𝑖 sin 𝜑   ند.باش ١دو عدد مختلط به طول  

١ 

−𝜃 
𝜃 

𝜌 

𝜌 

𝑧 

𝑧 

𝜃 

𝑧 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 
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𝑧𝑤 = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)( cos 𝜑 + 𝑖 sin 𝜑)                                               
= cos 𝜃 cos 𝜑 − sin 𝜃 sin 𝜑 + 𝑖(cos 𝜃 sin 𝜑 + sin 𝜃 cos 𝜑)

= cos(𝜃 + 𝜑) + 𝑖 sin(𝜃 + 𝜑)                                                     
 .  

آنها. تعبير  برابر است با مجموع دو زاويه ١زاويه حاصلضرب دو عدد مختلط به طول  كه: دهدمحااسبه بالا نشان مي

  هيم.ا به اندازه زاويه ديگري دوران دهر كدام ر كافي استبراي ضرب آنها هندسي اين نتيجه آن است كه 

  

  

  

  

  

دهد كه عمل ضرب اعداد مختلط از لحاظ هندسي، در ارتباط با دوران حول مبدأ است. اين مشاهده نشان مي

𝑧فرض كنيد  = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃  عدد  خواهيم ضرب آن را در يكاست و مي ١يك عدد مختلط به طول

𝑤با نمايش قطبي  𝑤مختلط دلخواه  = 𝜌(cos 𝜑 + 𝑖 sin 𝜑)  .به دست آوريم  

.𝑧𝑤 = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)ρ(cos 𝜑 + 𝑖 sin 𝜑) = ρ(cos(𝜃 + 𝜑) + 𝑖 sin(𝜃 + 𝜑))  

  است. 𝑧به اندازه زاويه  𝑤همان دوران يافته  𝑧𝑤دهد كه نشان مي 𝑧𝑤نمايش قطبي 

  

  

  

  

  

  

  

𝜌 

𝜌 

cos(𝜃 + 𝜑) + 𝑖 sin(𝜃 + 𝜑) = 𝑧𝑤 

𝜑 
𝜃 

cos 𝜑 + 𝑖 sin 𝜑 = 𝑤 

𝜃 

𝑧 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 

zw = ρ(cos(𝜃 + 𝜑) + 𝑖 sin(𝜃 + 𝜑)) 

𝜑 
𝜃 

w = ρ(cos 𝜑 + 𝑖 sin 𝜑) 

𝜃 

𝑧 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 
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  نسبت به هم چگونه است؟ 𝑖𝑤و  𝑤وضعيت عدد مختلط  مثال:

 𝑖  با زاويه  ١يك عدد مختلط به طول஠

٢
஠به اندازه  𝑤همان دوران  𝑖𝑤است. پس  

٢
  در جهت مثلثاتي است. 

஠به اندازه و هر بار  𝑖 از دورانشروع به صورت  𝑖در شكل زير توانهاي 

٢
  است.نشان داده شده  

  

  

  

  

يك عدد مختلط دلخواه با  𝑧توانيم تعبير هندسي ضرب دو عدد مختلط دلخواه را بيابيم. فرض كنيد اكنون مي

𝑧نمايش قطبي  = 𝜌(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)  باشد و𝑤   عدد مختلط ديگري باشد. محاسبه𝑧𝑤 توانيم در را مي

cos)دو مرحله انجام دهيم. ابتدا ضرب  𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑤 دهيم كه حاصل آن از لحاظ هندسي، را انجام مي

كنيم كه نتيجه آن از لحاظ هندسي تجانس به ضرب مي 𝜌است، بعد حاصل را در  𝜃به اندازه زاويه  𝑤دوران 

به  𝑧ريب طول و سپس تجانس با ض 𝑧به اندازه زاويه  𝑤با دوران  𝑧𝑤است. نهايتاً مقدار  𝜌مركز مبدأ با ضريب 

  آيد.دست مي

  

  

  

  

به دست آورد و بعد حاصل   𝑧با ضريب طول را  𝑤توان اول متناجس ترتيب بين دوران و تجانس مهم نيست و مي

را به  𝑧توان مي 𝑧𝑤همچنين به دليل خاصيت جابجايي عمل ضرب براي محاسبه  دوران داد. 𝑧را به اندازه زاويه 

  به دست آورد.  𝑤جانس حاصل را با ضريب طول دوران داد و مت 𝑤ويه اندازه زا

١ × 𝑖 

−𝑖 × 𝑖 −١ × 𝑖 

𝑖 × 𝑖 

−١ 
−𝑖 

١ 

𝑖 

𝑧𝑤 
𝑧 

𝑤 
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١)مقدار  مثال: + 𝑖)را از طريق تعبير هندسي عمل ضرب به دست آوريد. ٢  

١زاويه  + 𝑖  برابر஠

٤
١است. چون  ٢√است و طول آن   + 𝑖  در خودش ضرب شده است، به اندازه زاويه خودش

  كند و روي قسمت مثبت محور موهومي قرار ميگيرد. طولش نيز در طول خودش ضرب ميشود و برابر دوران مي

١)ل شود. بنابراين حاصمي ٢ + 𝑖)٢برابر  ٢ 𝑖 .است  

  تساوي زير را نتيجه بگيريم.  𝑛توانيم به ازاي هر عدد طبيعي ضرب اعداد مختلط، ميبه دليل اين ويژگي هندسي 

.(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)௡ = cos(𝑛𝜃) + 𝑖 sin(𝑛𝜃) 

 نيز اي نيوتنتوانيم طبق دستور دوجملهنامند. توجه كنيد كه سمت چپ را مياين تساوي را فرمول دوموآور مي

  :آيند. براي مثالبسط دهيم و از اين طريق برخي اتحادهاي مثلثاتي به دست مي

.(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)٢ = cos٢ 𝜃 − sin٢ 𝜃 + ٢ 𝑖 sin 𝜃 cos 𝜃 

  از طرف ديگر طبق فرمول دوموآر داريم:

.(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)٢ = cos(٢ 𝜃) + 𝑖 sin(٢ 𝜃)  

  هاي زير برقرارند.بنابراين تساوي

cos(٢ 𝜃) = cos٢ 𝜃 − sin٢ 𝜃    .     sin(٢ 𝜃) = ٢ sin 𝜃 cos 𝜃 

ادهاي مشهور مثلثاتي هستند. با محاسبات توانهاي ديگر و انواع ديگري از محاسبات روي هاي بالا از اتحتساوي

  توان اتحادهاي مثلثاتي ديگري نيز به دست آورد.اعداد مختلط، مي

  اتحادهاي مثلثاتي زير را ثابت كنيد. مثال:

.
  

∑ ቀ
𝑛
𝑘

ቁ௡
௞ୀ٠ cos(𝑘𝜃) = ٢௡ cos௡ ఏ

٢
cos

௡ఏ

٢

     ∑ ቀ
𝑛
𝑘

ቁ௡
௞ୀ٠ sin(𝑘𝜃) = ٢௡ cos௡ ఏ

٢
sin

௡ఏ

٢

  

در اعداد حقيقي هستند و ظاهرا ارتباطي با اعداد مختلط ندارند. اما با توجه به  اتحادهايي مثلثاتيهاي بالا تساوي

انجام  يو روي آنها محاسبات ساختختلطي توان از روي آنها اعداد مشوند، ميعواملي كه در اين اتحادها ديده مي
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. هر تساوي در اعداد مختلط معادل دو تساوي در اعداد حقيقي است. پس با به دست آوردن يك تساوي در ادد

ها دو عدد حقيقي هاي چپ اين تساوياعداد مختلط ممكن است بتوانيم هر دو اتحاد را همزمان ثابت كنيم. سمت

  دهيم:. قرار ميرا تشكيل دهندي حقيقي و موهومي يك عدد مختلط هاتوانند قسمتهستند و مي

.𝐴 = ∑ ቀ
𝑛
𝑘ቁ𝑛

𝑘=٠ cos൫𝑘𝜃൯    .   𝐵 = ∑ ቀ
𝑛
𝑘ቁ𝑛

𝑘=٠ sin൫𝑘𝜃൯  

𝑍عدد مختلط  = 𝐴 + 𝑖𝐵 كنيم.سازيم و آن را محاسبه ميرا مي  

𝑍  =    ෍ ቀ
𝑛
𝑘ቁ

𝑛

𝑘=٠
cos൫𝑘𝜃൯ + 𝑖 ෍ ቀ

𝑛
𝑘ቁ

𝑛

𝑘=٠
sin൫𝑘𝜃൯ = ෍ ቀ

𝑛
𝑘ቁ

𝑛

𝑘=٠
(cos൫𝑘𝜃൯ + 𝑖sin൫𝑘𝜃൯) 

= ෍ ቀ
𝑛
𝑘

ቁ

௡

௞ୀ٠

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)௞ × ١௡ି௞ = (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 + ١)௡       

= ൬٢ cos٢ 𝜃

٢
+ ٢ 𝑖 sin

𝜃

٢
cos

𝜃

٢
൰

௡

= ቆ٢ cos
𝜃

٢
൬cos

𝜃

٢
+ 𝑖 sin

𝜃

٢
൰ቇ

௡

= ٢௡ cos௡
𝜃

٢
൬cos

𝑛𝜃

٢
+ 𝑖 sin

𝑛𝜃

٢
൰                                                          

     

  آيند.هاي حقيقي و موهومي طرفين تساوي بالا، دو اتحاد مورد نظر به دست ميبا مساوي قرار دادن قسمت

cosبه صورت  ١اعداد مختلط به طول  𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 دهند. براي سادگي هستند و در محاسبات بسيار رخ مي

كه در اينجا وارد آن دهيم. اين شيوه نمايش دلايلي دارد نشان مي 𝑒௜ఏمحاسبات، اين اعداد را به طور خلاصه با 

هاي اساسي توان رساني براي آن برقرار است. براي مثال، تساويهاي زير برقرارند و در محاسبات ويژگيشويم. نمي

  قابل استفادهاند.

𝑒௜ఏ𝑒௜ఝ = 𝑒௜(ఏାఝ)      .      ൫𝑒௜ఏ൯
௡

= 𝑒௜௡ఏ 

  و همان فرمول دوموآور هستند. ١ها همان قانون ضرب اعداد مختلط به ظول اين تساوي

  

  مسائل

٣)مقدار  )١ + ٣ 𝑖)را محاسبه كنيد. ١٠ 
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) برابر  𝑤و  𝑧خط واصل از مبدأ به ويه بين دو پاره(يعني زا 𝑤و  𝑧ثابت كنيد زاويه بين دو عدد مختلط  )٢

  . 𝑧𝑤است با قدرمطلق زاويه  

𝑧𝑤قائمه است اگر و فقط اگر  𝑤و  𝑧ثابت كنيد زاويه بين دو عدد مختلط  )٣ + 𝑧𝑤 = ٠ . 

𝑧|قائمه است اگر و فقط اگر  𝑤و  𝑧ثابت كنيد زاويه بين دو عدد مختلط  )٤ − 𝑤| = |𝑧 + 𝑤| تعبير .

 دسي اين مسئله را بيان كنيد.هن

௭ثابت كنيد  𝑧براي هر عدد مختلط ناصفر  )٥

|௭|
= 𝑒௜ఏ  كه𝜃  زاويه𝑧 .است 

 يك عدد حقيقي باشد؟  𝑛  ،𝑧௡داراي چه ويژگي بايد باشد تا به ازاي يك عدد طبيعي  𝑧عدد مختلط  ) ٦

برابر است با  𝑤و  𝑧و  ٠رئوس دو عدد مختلط باشند، ثابت كنيد مساحت مثلث به  𝑤و  𝑧اگر  )٧

١
٢

|𝐼𝑚(𝑧𝑤)| مساحت يك مثلث دلخواه با رئوس  ٠𝑧و  ١𝑧و  ٢𝑧را بر حسب  ٣𝑧و  ١𝑧و  ٢𝑧بنويسيد. ٣ 

𝑧١باشند كه  ١سه عدد مختلط به طول  𝑧٣و  𝑧٢و  𝑧١اگر  )٨ + 𝑧٢ + 𝑧٣ =  ثابت كنيد: ٠

.
١

௭١
+

١
௭٢

+
١

௭٣
= ٠     .      𝑧١

٢ + 𝑧٢
٢ + 𝑧٣

٢ = ٠  

 باشند ثابت كنيد: ١سه عدد مختلط به طول  𝑧٣و  𝑧٢و  𝑧١اگر  )٩

|𝑧١ + 𝑧٢ + 𝑧٣| = |𝑧١𝑧٢ + 𝑧١𝑧٣ + 𝑧٢𝑧٣|.  

  آيا فرمول دوموآور براي اعداد صحيح منفي نيز درست است؟  )١٠

𝑥) اتحادهاي مثلثاتي زير را ثابت كنيد. ،به كمك اعداد مختلط )١١ ≠ ٢ 𝑘𝜋) 

.١ + cos 𝑥 + ⋯ + cos 𝑛𝑥 =
ୱ୧୬

೙శ١
٢ ௫

ୱ୧୬
ೣ

٢
cos

௡௫

٢
  

.         sin 𝑥 + ⋯ + sin 𝑛𝑥 =
ୱ୧୬

೙శ١
٢ ௫

ୱ୧୬
ೣ

٢
sin

௡௫

٢
  

  

  



٢٧ 
 

  هاي دوم  اعداد مختلطريشه

براي  همه اعداد جذر دارند؟ ℂبود. آيا در  -١دليل پيدايش اعداد مختلط، يافتن امكان جذرگيري از  مهمترين

𝑧٢موجود است كه  𝑧، آيا عدد مختلط  𝑤يك عدد مختلط داده شده  = 𝑤 الت، در اين ح ؟𝑧  را يك جذر يا

آن چنان عددي است كه  𝑧ني، عمل ضرب و توان رسا دسينهبا توجه به تعبير  نامند.مي 𝑤يك ريشه دوم 

شود. بنابراين، مي 𝑤رسد و برابر طول مي ٢به توان  𝑧شود و طول مي 𝑤شود و برابر زاويه زاويه آن دو برابر مي

𝑤اگر  = 𝜌(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) توانيم مي𝑧  را به صورت𝑧 = ඥ𝜌 ቀcos
ఏ

٢
+ 𝑖 sin

ఏ

٢
ቁ   .انتخاب كنيم

  دهد كه هر عدد مختلط جذر دارد.اده، نتيجه ميهمين مشاهده س

  

  

  

با  يك عدد حقيقي مثبت است، برابر است 𝜌كه   𝜌𝑒௜ఏتوانيم بگوييم يك جذر عدد مي  𝑒௜ఏبا استفاده از نماد 

ඥ𝜌𝑒௜
ഇ

٢.  

  را به دست آوريد. 𝑖 يك جذر مثال:

𝑖 به صورت 𝑖توان مي = 𝑒௜
ഏ

𝑒௜ است با برابر . پس يك جذر آننوشت ٢
ഏ

  . توجه داشته باشيد كه ٤

 𝑒௜
ഏ

٤ =
√٢
٢

+ 𝑖
√٢
٢

 .  

  را به دست آوريد. -١يك جذر  مثال:

١−به صورت   -١عدد  = 𝑒௜గ برابر است با  ، پس يك جذر آنشودنوشته مي𝑒௜
ഏ

  است. 𝑖كه همان  ٢

𝑤يك جذر  مثال: = −١ + 𝑖 .را بيابيد  

𝑤نويسيم.  ميرا  𝑤ابتدا بايد نمايش قطبي  = √٢𝑒௜
٣ ഏ

𝑧، پس ٤ = √٢٤
𝑒௜

٣ ഏ

  است. 𝑤يك ريشه دوم  ٨

ඥ𝜌 

𝜌 

𝑧 

𝑤 
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توان است. مي 𝑤نيز يك ريشه دوم ديگر  𝑧−باشد، آنگاه  𝑤يك ريشه دوم  𝑧شود كه اگر به سادگي ديده مي

دقيقاً دو ريشه دوم دارد كه قرينه يكديگرند. صفر فقط يك ريشه دوم دارد ثابت كرد كه هر عدد مختلط ناصفر 

  كه خودش است. در واقع، قرينه صفر مجددا صفر است و ريشه ديگر صفر، مجددا همان صفر است.

شود و به هر عدد شود كه فقط روي اعداد حقيقي مثبت تعريف ميتعريف مي 𝑥√در اعداد حقيقي تابعي به نام 

توان سازد. آيا در اعداد مختلط ميرا كه مثبت يا صفر است نظير مي 𝑥آن ريشه دوم  𝑥مثبت يا صفر  حقيقي

   تابع مشابهي را تعريف كرد؟

به صورت دو عدد قرينه يكديگرند. بايد از بين اين دو عدد قرينه، يكي را انتخاب  𝑧هاي دوم يك عدد مختلط ريشه

توانيم آن ريشه دوم را انتخاب قسمت حقيقي ناصفر داشته باشند، مي 𝑧هاي دوم ريشه بناميم. اگر 𝑧√كنيم و 

π−براي مثال اگر  كنيم كه قسمت حقيقي مثبت داشته باشد. < 𝜃 < π :داريم  

ඥ𝜌𝑒௜ఏ = ඥ𝜌𝑒௜
ഇ

٢.  

، بايد ملاك ديگري هاي دوم، موهومي محض باشندصفر باشند و ريشه 𝑧هاي دوم اما، اگر قسمت حقيقي ريشه

هاي دوم دهد كه ريشهبراي انتخاب بين دو ريشه در نظر بگيريم. اين وضعيت براي اعداد حقيقي منفي رخ مي

در  توان به مثبت يا منفي بودن قسمت موهومي توجه كرد. مثلاً حالت مي آنها موهومي محض هستند. در اين

كنيم كه قسمت موهومي آن ريشه دوم را انتخاب ميهاي دوم صفر هستند، اين حالت كه قسمت حقيقي ريشه

كنيم. براي صفر نيز انتخاب مي ١−√را به عنوان  𝑖دارد  𝑖±كه دو ريشه دوم  -١آن مثبت باشد. مثلاً براي 

  تكليف روشن است چون فقط يك ريشه دوم دارد كه خودش است. 

 𝑧هاي دوم يكي از ريشه 𝑧√ايم كه تعريف كرده 𝑧√به اين ترتيب روي اعداد مختلط نيز تابعي با نمادگذاري 

  در اعداد حقيقي نيست. 𝑥√البته خواص اين تابع لزوما مشابه خواص تابع  ايم.است كه با روش بالا انتخاب كرده

𝑧𝑤√است و خاصيت  ℂتمام   𝑧√مثلاً دامنه تابع  = √𝑧√𝑤 اين براي همه اعداد مختلط برقرار نيست. بنابر

  در بكارگيري اين تابع بايد دقت كرد و هر گونه خاصيتي را براي آن در نظر نگرفت.
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به خاطر وجود ريشه دوم براي همه اعداد مختلط، هر معادله درجه دومي در اعداد مختلط جواب دارد. همان روشي 

شوند. زيرا آن روش شوند، معادلات درجه دوم مختلط نيز حل ميكه با آن معادلات درجه دوم حقيقي حل مي

  مبتني بر عمليات ضرب و تقسيم و جمع و تفريق اعداد حقيقي است كه در اعداد مختلط نيز برقرارند. 

𝐴𝑧٢فرض كنيد  + 𝐵𝑧 + 𝐶 = اعداد مختلط دلخواهي  𝐶و  𝐵و  𝐴يك معادله درجه دوم مختلط است كه  ٠

𝐴هستند و  ≠   آيد.زير در مي . با مجذور كامل كردن، اين معادله به صورت ٠

.ቀ𝑧 +
஻

٢ ஺
ቁ

٢
=

஻٢ି٤ ஺஼

٤ ஺٢  

஺஼ ஻٢ି٤√اگر جذر طرف دوم را حساب كنيم، يكي از جذرهاي آن 

٢ ஺
به دست  𝑧است. پس دو جواب زير را براي  

  آوريم:مي

𝑧 =
ି஻±√஻٢ି٤ ஺஼

٢ ஺
.  

𝑧٢هاي معادله جواب مثال: − 𝑧 + ١ + 𝑖 =   دست آوريد. را به ٠

𝐵٢ابتدا مقدار  − ٤ 𝐴𝐶 كنيم.را محاسبه مي  

.𝐵٢ − ٤ 𝐴𝐶 = (−١)٢ − ٤ × ١ × (١ + 𝑖) = −٣ − ٤ 𝑖 = ٥𝑒௜ఏ . cos 𝜃 =
ି٣
٥

 . −𝜋 < 𝜃 < ٠  

𝐵٢√بنابراين  − ٤ 𝐴𝐶 = √٥𝑒௜
ഇ

cosهاي حقيقي و موهومي اين عدد، لازم است . براي يافتن قسمت٢
ఏ

٢
و   

sin
ఏ

٢
  را حساب كنيم. 

  :داريم 𝜃با توجه به محدوده .

.cos٢ ఏ

٢
=

١ାୡ୭ୱ

٢
=

١ି
٣
٥

٢
=

١
٥

   ⇒     cos
ఏ

٢
=

√٥
٥

   

sin٢ ఏ

٢
=

١ିୡ୭ୱ ఏ

٢
=

١ା
٣
٥

٢
=

٤
٥

    ⇒    sin
ఏ

٢
= −

٢
√٥

.  

  بنابراين، 

√𝐵٢ − ٤ 𝐴𝐶 = √٥𝑒௜
ഇ

٢ = √٥ ቀcos
ఏ

٢
+ 𝑖 sin

ఏ

٢
ቁ = √٥ ቀ

√٥
٥

− 𝑖
٢

√٥
ቁ = ١ − ٢ 𝑖   ..  
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𝑧٢هاي معادله به اين ترتيب جواب − 𝑧 + ١ + 𝑖 =   عبارتند از: ٠

.𝑧 =
ି஻±√஻٢ି٤ ஺஼

٢ ஺
=

١±(١ି٢ ௜) 

٢
= ١ − 𝑖 . 𝑖  

  

  مسائل

١هاي دوم ريشه )١ + 𝑖√را به دست آوريد. ٣ 

 را به دست آوريد. 𝑖−هاي دوم ريشه )٢

𝑧٢هاي معادله جواب )٣ − (٤ + 𝑖)𝑧 + ٥ − 𝑖 =  را به دست آوريد. ٠

𝑧٤هاي معادله جواب )٤ = ٢ 𝑖𝑧٢ +  اين معادله چند جواب دارد؟ را به دست آوريد. ٢

𝑧𝑤√ارائه كنيد كه  𝑤و  𝑧دو عدد مختلط  )٥ ≠ √𝑧√𝑤  و دو عدد مختلط𝑧  و𝑤  ارائه كنيد كه

√𝑧𝑤 = √𝑧√𝑤  . 

 مقدارهاي زير را به دست آوريد. ) ٦

ට٩𝑒௜
٥ ഏ

٤    .   √١٢𝑒ି٥ ௜గ..  

𝐴𝑧٢معادله درجه دوم در  )٧ + 𝐵𝑧 + 𝐶 = يك  𝑧٠عدد حقيقي باشند و  𝐶و  𝐵و  𝐴، اگر ضرايب   ٠

هاي اشته باشد، جوابنيز يك جواب آن است. اگر اين معادله جواب حقيقي ند 𝑧٠جواب آن باشد، آنگاه 

𝐵كه   است  𝑧٠و  𝑧٠آن به صورت دو عدد مختلط ناصفر  = ٢ ℛ𝑒(𝑧٠)  و𝐶 = |𝑧٢|٠ . 

𝑧٢هاي معادله جواب βو  αاگر  )٨ − ٢ 𝑧 + ٤ =  مقادير زير را  𝑛باشند، به ازاي هر عدد طبيعي  ٠

 محاسبه كنيد.

𝛼௡ + 𝛼ି௡  .   𝛽௡ + 𝛽ି௡   .   ൬
𝛼

𝛽
൰

௡

+ ൬
𝛽

𝛼
൰

௡

 

 الاضلاع است اگر و فقط اگررئوس يك مثلث باشند، ثابت كنيد اين مثلث متساوي 𝑧٣و  𝑧٢و  𝑧١اگر  )٩

(𝑧١ − 𝑧٢(٢ + (𝑧٢ − 𝑧٢(٣ + (𝑧٣ − 𝑧٢(١ = ٠ 
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  هاي مراتب بالاتر در اعداد مختلطريشه

گيري در اعداد حقيقي است. براي يك عدد لاتر در اعداد مختلط مانند تعريف ريشههاي مراتب باتعريف ريشه

𝑤௡است ، هرگاه  𝑧٠ام 𝑛يك ريشه   𝑤، گوييم  𝑛و عدد طبيعي  𝑧٠مختلط  = 𝑧٠ .  

𝑖٣براي مثال داريم  = −𝑖  پس ،𝑖  يك ريشه سوم−𝑖  است. همچنين داريم𝑖٤ = چهارم  يك ريشه 𝑖، پس  ١

  ام دارد كه همان صفر است (چرا؟).𝑛همچنين صفر فقط يك ريشه است.  ١

𝑤اگر  ام دارد؟𝑛آيا هر عدد مختلط، ريشه    = 𝜌١𝑒௜ఝ  بخواهد ريشه𝑛 ام𝑧 = 𝜌𝑒௜ఏ باشد، بايد داشته باشيم:  

𝜌𝑒௜ఏ = ൫𝜌١𝑒௜ఝ൯
௡

= 𝜌١
௡𝑒௜௡ఝ 

φپس به ازاي  =
ఏ

௡
𝜌١و   = ඥ𝜌೙  ،𝑤  يك ريشه𝑛 ام𝑧  .است  

، ام دارد𝑛ريشه حداقل يك  𝑛به ازاي هر عدد طبيعي  𝜌𝑒௜ఏ دهد كه هر عدد مختلطاين مشاهده ساده نشان مي

ඥ𝜌೙و   𝑒௜
ഇ

೙  يك ريشه𝑛تلط ناصفر هاي دوم يك عدد مختلط ديديم كه هر عدد مخام آن است. در مورد ريشه

  آيند؟ام اعداد مختلط ناصفر چند تا است و چگونه به دست مي𝑛هاي دقيقا دو ريشه دوم دارد. تعداد ريشه

𝑧داريم   𝑘 دانيم كه به ازاي هر عدد صحيحمي = 𝜌𝑒௜ఏ = 𝜌𝑒௜(ఏା٢ ௞గ)  پس اعداد .ඥ𝜌೙ 𝑒௜
ഇశ٢ ೖഏ

೙  نيز

  توان به دست آورد؟مي 𝑧ام براي 𝑛با اين روش چند ريشه هستند.  𝑧ام 𝑛همچنان ريشه 

𝑘به ازاي  = ٠.١. ⋯ . 𝑛 − ريشه  𝑛شوند كه با هم متمايزند، پس حداقل هاي مختلف ساخته مياعدادي با زاويه ١

𝑛براي  ام𝑧 هاي توان ثابت كرد تمام ريشهآيد. ميبه دست مي𝑛 ام𝑧 ها هستند. همين  

𝑧ر   پس، هر عدد مختلط ناصف = 𝜌𝑒௜ఏ  داراي𝑛  ريشه𝑛است كه عبارتند از: ام  

𝑤١ = ඥ𝜌೙ 𝑒௜
ഇ

೙  .  𝑤٢ = ඥ𝜌೙ 𝑒
௜ቀ

ഇశ٢ ഏ

೙
ቁ

  .  ⋯  . 𝑤௡ = ඥ𝜌೙ 𝑒
௜ቀ

ഇశ٢(೙ష١)ഏ

೙
ቁ..  

  توانيم به شكل زير بنويسيم.مقدارهاي بالا را مي

𝑤١ = ඥ𝜌೙ 𝑒௜
ఏ
௡  .  𝑤٢ = ඥ𝜌೙ 𝑒

௜൬
ఏ
௡

ା
٢ గ
௡

൰
  .  ⋯  . 𝑤௡ = ඥ𝜌೙ 𝑒

௜൬
ఏ
௡

ା(௡ି١)
٢ గ
௡

൰ 

  قرار دارند. ඥ𝜌೙به شعاع دارند و روي يك دايره به مركز مبدأ  ඥ𝜌೙ها طول يكسان تمام اين ريشه
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دهند كه شعاع دايره محيطي ضلعي منتظم را تشكيل مي 𝑛رئوس يك  𝑧صفر ام يك عدد مختلط نا𝑛هاي ريشه

|ඥ|𝑧آن  
೙ .است  

  را به دست آوريد. ١− پنجمهاي ريشه مثال:

١−داريم  = 𝑒௜గ عبارتند از: ١−م پنجهاي ، پس ريشه  

𝑤١ = 𝑒௜
ഏ

٥   . 𝑤٢ = 𝑒
௜ቀ

ഏ

٥ ା
٢ ഏ

٥ ቁ
 .  𝑤٣ = 𝑒

௜ቀ
ഏ

٥ ା٢٢ ഏ

٥ ቁ
= −١  . 𝑤٤ = 𝑒

௜ቀ
ഏ

٥ ା٣٢ ഏ

٥ ቁ
.  𝑤٥ = 𝑒

௜ቀ
ഏ

٥ ା٤٢ ഏ

٥ ቁ.  

  

  

  

  

  

١هاي چهارم ريشه مثال: − 𝑖√را به دست آوريد. ٣  

١نويسيم. ابتدا نمايش قطبي اين عدد را مي − 𝑖√٣ = ٢ ቀcos ቀ−
గ

٣
ቁ + 𝑖 sin ቀ−

గ

٣
ቁቁ = ٢𝑒ି௜

ഏ

٣ 

  هاي چهارم آن به شكل زيرند.بنابراين ريشه

𝑤١ = √٢٤
𝑒௜

షഏ

١٢   .   𝑤٢ = √٢٤
𝑒

௜ቀ
షഏ

١٢ ା
 ഏ

٢ ቁ
   .  𝑤٣ = √٢٤

𝑒
௜ቀ

షഏ

١٢ ା٢ ഏ

٢ ቁ
  .   𝑤٤ = √٢٤

𝑒
௜ቀ

షഏ

١٢ ା٣ഏ

٢ ቁ.  

  

١ 

𝑤٤ 

ඥ𝜌೙  

𝑤௡ 

𝑤٣ 𝑤٢ 

٢ 𝜋
𝑛ൗ  

𝜃
𝑛ൗ  

𝑤١ 

𝑤٥ 

𝑤٣ = −١ 

𝑤٢ 
٢ 𝜋 ٥ൗ  

𝜋 ٥⁄  

𝑤١ 
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دارد كه  ام𝑛ريشه  𝑛نيز  ١دارد، عدد  ام𝑛ريشه  𝑛از آنجا كه هر عدد مختلط ناصفر : ام واحد𝑛هاي ريشهر

.𝜔١ام واحد را 𝑛هاي نامند. اگر ريشهام واحد مي𝑛هاي و آنها را ريشه خواص جالب توجهي دارند ⋯ . 𝜔௡ 

  بناميم داريم:

𝜔௞ = 𝑒௜
٢ ௞గ

௡         𝑘 = ١. ⋯ . 𝑛 

𝜔௡بندي بالا، ام خود است و با شماره𝑛ه نيز ريش ١ خود  = ١ .  

  . ١±و  𝑖±هاي چهارم واحد عبارتند از ريشه مثال:

   𝑧ام 𝑛هاي يكي از ريشه 𝑤كنيم كه اگر مشاهده مي 𝑧ام يك عدد مختلط 𝑛هاي با توجه به شكل كلي ريشه

  به صورت زير هستند. 𝑧ام 𝑛هاي باشد، تمام ريشه

𝜔١𝑤  .   𝜔٢𝑤 . ⋯ . 𝜔௡𝑤 

𝑧هاي دهم : تمام ريشهمثال = ٧𝑒٢٠ ௜ .را به دست آوريد  

٧١٠√برابر است با  𝑧هاي دهم يكي از ريشه
𝑒٢ ௜ هاي دهم واحد نيز عبارتند از . ريشه(𝑘 = ١. ⋯ .١٠)  𝑒௜௞

ഏ

٥.  

𝑘)عبارتند از:  𝑧هاي دهم ريشههمه  ،پس = ١. ⋯ .٧١٠√  (١٠
𝑒٢ ௜𝑒௜௞

ഏ

٥.  

١)هاي معادله جواب مثال: + 𝑧)٣ = (١ − 𝑧)را بيابيد. ٣  

  توانيم با تقسيم آيد كه حل آن مشكل است. اما، ميبه دست مي ٣اگر طرفين را بسط دهيم يك معادله درجه 

− 𝜋 ١٢⁄  

𝑤٤ 

𝑤٣ 

𝑤٢ 

𝑤١ 
√٢٤

 
 𝜋 ٢⁄  



٣٤ 
 

١)طرفين بر عامل  − 𝑧)مطمئن باشيم عامل به يك معادله بهتر برسيم. البته در انجام عمل تقسيم بايد  ٣

(١ − 𝑧)صفر نيست. اين عامل به ازاي  ٣𝑧 = 𝑧شود صفر است و به سادگي ديده مي ١ = جوابي از اين   ١

  معادله نيست. معادله جديد به شكل زير است.

.ቀ
١ା௭

١ି௭
ቁ

٣
= ١  

يك جواب اين معادله باشد آن است كه  𝑧شرط لازم  كافي براي آن كه 
١ା௭

١ି௭
وم واحد باشد. پس يك ريشه س 

بايد معادلات 
١ା௭

١ି௭
= 𝜔𝑘 = 𝑒

𝑖𝑘
٢ 𝜋

𝑘را به ازاي  ٣ = هستند و به  ١حل كنيم. اين معادلات درجه  ١.٢.٣

𝑧هاي اين معادلات عبارتند از: شوند. جوابآساني با طرفين وسطين حل مي =
ఠೖି١
ఠೖା١

  (𝑘 = ١.٢.٣) .  

.𝜔١اگر  مثال: ⋯ . 𝜔௡ هاي ريشه𝑛  ام واحد باشند ثابت كنيد𝜔١ + ⋯ + 𝜔௡ = ٠ .  

ام واحد باشد، قرينه آن نيز 𝑛هر عددي ريشه در اين حالت، زوج اين مطلب بديهي است، زيرا  𝑛براي حالت 

فرد  𝑛دو به دو، جمع آنها صفر است. ولي براي  ،ام واحد𝑛هاي ام واحد است. پس، در جمع كردن ريشه𝑛ريشه 

  لازم است.  استدلال ديگري

𝜔ام واحد آن است كه اگر 𝑛هاي يكي از نكات قابل توجه در مورد ريشه = 𝑒௜
٢ ഏ

೙ هاي آنگاه بقيه ريشه𝑛 ام

. 𝜔ام واحد عبارتند از 𝑛هاي است(چرا؟). يعني ريشه 𝜔هاي واحد به صورت توان 𝜔٢ . ⋯ . 𝜔௡ . :بنابراين  

𝜔١ + ⋯ + 𝜔௡ = 𝜔 + 𝜔٢ + ⋯ + 𝜔௡ = 𝜔
١ିఠ೙

١ିఠ
= 𝜔

٠
١ିఠ

= ٠.  

  نداريم. 𝑛درست است و نيازي به تفكيك حالت زوج و فرد براي  𝑛استدلال بالا به ازاي هر مقدار 

اي در آن، داراي جواب است. يعني هاي مهم اعداد مختلط آن است كه هر معادله چندجملهيكي از ويژگي نكته:

𝑎௡𝑧௡معادلات به صورت  + 𝑎௡ି١𝑧௡ି١ + ⋯ + 𝑎١𝑧 + 𝑎٠ = .𝑎௡كه در آن  ٠ ⋯ . 𝑎اعداد مختلط داده  ٠

 𝑛در اعداد مختلط داراي  𝑛توان نتيجه گرفت هر معادله درجه اي هستند داراي جواب است. از اين نكته ميشده

  ها ممكن است تكراري باشند.جواب است كه البته برخي جواب
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𝑧௡دله براي مثال معا = 𝑧௡ام واحد هستند. اما معادله 𝑛هاي جواب متمايز است كه همان ريشه 𝑛داراي  ١ = ٠ 

توان نتيجه گرفت اي ميبه كمك تقسيم چندجمله بار تكرار شده است. 𝑛فقط داراي جواب صفر است كه صفر 

𝑃(𝑧)اي كه براي هر چندجمله = 𝑎௡𝑧௡ + 𝑎௡ି١𝑧௡ି١ + ⋯ + 𝑎١𝑧 + 𝑎اعداد   ٠𝑧١. ⋯ . 𝑧௡   موجودند

𝑃(𝑧)كه  = 𝑎௡(𝑧 − 𝑧١) ⋯ (𝑧 − 𝑧௡)  اعداد .𝑧١. ⋯ . 𝑧௡ هاي معادله همان جواب𝑃(𝑧) = هستند  ٠

ها است و براي معادلات ايمخصوص چندجمله ريشه شوند. اصطلاحناميده مي 𝑃(𝑧)اي هاي چندجملهكه ريشه

  شود.استفاده مي جواب از اصطلاح

  

  مسائل

𝑖𝑧٦هاي معادله جواب )١ + ٢𝑧٣ − ٢ 𝑖 =  را به دست آوريد. ٠

𝑧٣هاي معادله تمام جواب )٢ + 𝑧٥ + 𝑧٧ + 𝑧٩ = 𝑧٤ + 𝑧٦ + 𝑧را به دست آوريد. ٨ 

١)هاي معادله تمام جواب )٣ + 𝑖𝑧)௡ = 𝑖(𝑖 + 𝑧)௡ .را به دست آوريد 

 𝑤، ثابت كنيد كه اگر  ام𝑛اعداد مختلط، بدون رجوع به فرمول ريشه  ام𝑛استفاده از تعريف ريشه با  )٤

.𝜔١باشد و  𝑧،  ام𝑛شه يك ري ⋯ . 𝜔௡ هاي ريشه𝑛هايواحد باشند، آنگاه همه ريشه ام 𝑛ام  ،𝑧 

. 𝜔١𝑤  عبارتند از: 𝜔٢𝑤 . ⋯ . 𝜔௡𝑤 

𝑃(𝑧)اي با ضرايب حقيقي باشد، ثابت كنيد دجملهيك چن 𝑃(𝑧)اگر   = 𝑃(𝑧)  نتيجه بگيريد كه .

 است. 𝑃(𝑧)نيز يك ريشه  𝑤باشد،  𝑃(𝑧)يك ريشه  𝑤اگر 

توان به حاصلضربي از چندجملهايهاي حقيقي اي با ضرايب حقيقي را ميثابت كنيد كه هر چندجمله )٥

 از درجه ٢ و ١ تجزيه كرد.

𝑥٨اي چندجمله ) ٦ −  تجزيه كنيد. ٢و  ١هاي حقيقي درجه ايرا به حاصلضرب چندجمله ١

ωام واحد باشد و 𝑛يك ريشه  ωاگر  )٧ ≠  هاي زير را ثابت كنيد.، تساوي ١



٣٦ 
 

        ١ + 𝜔 + 𝜔٢ + ⋯ + 𝜔௡ି١ = ٠
    ١ + ٢ 𝜔 + ٣𝜔٢ + ⋯ + 𝑛𝜔௡ି١ =

௡

ఠି١
.  

 ثابت كنيد: 𝑏قطر  و 𝑎يك پنج ضلعي منتظم به ضلع در  )٨

௔٢

௕٢ +
௕٢

௔٢ = ٣.  

  گيري با اعداد مختلطندازها

هاي فيزيكي، همانند كاربرد اعداد حقيقي است. از آنجا كه گيري كميتختلط براي اندازهكاربرد اعداد م

شوند، هر جا كه كميتي با دو عدد حقيقي مشخص اعداد مختلط با يك زوج از اعداد حقيقي مشخ مي

  گيري است. توان گفت آن كميت با اعداد مختلط قابل اندازهشود، مي

هاي برداري دارند و همانند برداري در صفحه هستند. بنابراين تمام كميت در واقع اعداد مختلط ماهيتي

شود شوند. اين مطلب باعث ميكه به صورت برداري در صفحه هستند با يك عدد مختلط نشان داده مي

  شوند از طريق اعداد مختلط قابل پيگيري باشند.كه تمام مسائلي كه در صفحه طرح مي

اين زمينه توابعي هاي متناوب سر و كار دارند. در نيك است كه با ولتاژها و جرياننمونه ديگر آن در الكترو

𝑓(𝑡)به صورت  = 𝐴 sin(𝜔𝑡 + 𝜃)  حضور دارند كه با دو عدد𝐴  و𝜃 مقدار شوندمشخص مي)𝜔 

توانند نمايش قطبي يك عدد مختلط را نشان دهند و هر چنين . اين دو عدد ميشود)ثابت فرض مي

كند معادل است، يعني چنين تابعي يك عدد مختلط معين مي 𝐴𝑒௜ఏبه صورت با يك عدد مختلط تابعي 

هايي كه با اعداد مختلط نمايش كند. البته روابط بين كميتو هر عدد مختلطي چنين تابعي را معين مي

هايي مفيد باشند گيريهشوند بايد با عمليات جبري بين اعداد مختلط سازگار باشند تا چنين اندازداده مي

هاي الكتريكي و خازن ها را آسان سازد. در الكترونيك مقاومتو اعداد مختلط محاسبات بين اين كميت

هاي متناوب و تاثيرات گيري هستند و روابط بين ولتاژ و جريانو سلف نيز با اعداد مختلط قابل اندازه

گيري با تلط قابل بيان است. به همين دليل اندازهسلف و خازن و مقاومت با روابط جبري بين اعداد مخ

  سازد.اعداد مختلط در الكترونيك محاسبات را بسيار اسان مي


