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  فصل چهارم
 دنباله و سري

  تعریف دنباله. 4-1

  .گوییم هر تابع از مجموعه اعداد طبیعی به مجموعه اعداد حقیقی را یک دنباله می: تعریف

f:تابع: مثال    با ضابطه( )
n

f n
n 

 2   یک دنباله است در این دنباله داریم 1
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)، فوق در دنباله )f n  را جملهn3گوییم مثلا در دنباله فوق  ام دنباله می
)جمله سوم دنباله است زیرا  7 )f 

33 7.  

)براي نمایش دنباله  )f n  از نماد ( )
n

f n


1
,کنیم و معمولا بجاي استفاده از نمادهاي  استفاده می  ,f g h  که در توابع از

,کردیم براي دنباله ها از حروف  آنها استفاده می ,a b c کنیم مثلا دنباله  استفاده می n n
a



1
که در این صورت  

n
a  جمله

nام دنباله است.  

  دنباله صعودي و نزولی. 4-2

دنباله  :تعریف n n
a



1
nرا صعودي گوییم اگر براي هر      ،

n n
a a 1.  

دنباله : مثال
n
a

n


  .دنباله صعودي است 1

nزیرا براي هر : حل    می دانیمn n 1  بنابراین نامساوي
n n


1 1
  شود و از آنجا داریم حاصل می 1

n n n n
a a a a

n n 
    1 1

1 1
1   

دنباله : مثال
n
b

n





21   .دنباله اي صعودي است 1



nزیرا براي هر : حل    می دانیمn n 2 بنابراین  1
n n 


1 1
2 و در نتیجه با ضرب طرفین نامساوي  1

در عدد دو داریم 
n n 


2 2
2 ضرب کنیم داریم  -1حال اگر طرفین نامساوي اخیر را در 1

n n
 

 


2 2
2 1 

اوي داریم سبا اضافه کردن عدد یک به طرفین نام) شود جهت نامساوي عوض می(
n n

 
 


2 21 12   بنابراین  1

n n n n
b b b b

n n  
 

    1 1
2 21 12 1  

دنباله : تعریف n n
a



1
nرا نزولی گوییم اگر براي هر      ،

n n
a a 1.  

دنباله : مثال
n n
a 

1
2

  .دنباله نزولی است 

nزیرا براي هر : حل    داریمn n 1  بنابراینn n 12 و از آنجا  2
n n

1
1 1

2 2
  بنابراین داریم 

n n n nn n
a a a a 

    1 11
1 1

2 2
   

دنباله: نکته n n
a



1
)را در نظر بگیرید و فرض کنید تابع مشتق پذیر   )y f x اي باشد که براي هر  بگونهn  داشته

)باشیم  )
n
a f n  در این صورت  

)روي  f'اگر ) الف   , )0  داراي علامت مثبت باشد آنگاه دنباله
n
a صعودي است.  

)روي  f'اگر ) ب   , )0  داراي علامت منفی باشد آنگاه دنباله
n
a نزولی است.  

  .صعودي یا نزولی بودن دنباله هاي زیر را مشخص کنید: مثال

) الف
ln( )n

a
n 


1

1   

)فرض می کنیم : حل )
ln( )

f x
x 


1

)در این صورت داریم  1 )
n
a f n.  

  از طرفی داریم

'( ) ln( ) (ln( ))
( )

(ln( )) ln ( ) ( )ln ( )

x x xf x
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
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
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)در بازه  xمخرج کسر فوق براي هر  , )0  مثبت است بنابراین کل کسر روي بازه فوق منفی است و در نتیجهf  
)روي  , )0  داراي علامت منفی است و لذا دنباله

n
a یک دنباله نزولی است.  

) ب
n

n
b

n




2 1

1   

)با فرض : حل )
x

f x
x




2 1

  داریم 1

( ) ( )
( )

( ) ( )

x x
f x

x x
   

 
 2 2
2 1 2 1 1

1 1
   

)بوضوح کسر فوق روي  , )0  مثبت و در نتیجه دنباله
n
b یک دنباله صعودي است.  

  .صعودي یا نزولی بودن دنباله هاي زیر را بررسی کنید: تمرین

) الف
n n

n
a

e
   ب (cos

n
b

n


   

!) پ
n n

n
c 

2
!) ت   

n n

n
d

n
   

  ییراهنما

  .دنباله صعودي است) ب        .دنباله نزولی است) الف 

  .دنباله نزولی است) ت        .دنباله صعودي است) پ

  همگرایی دنباله. 4-3

دنباله  n n
a



1
limیعنی (کند موجود باشد  میل می به سمت  nمفروض است اگر حد دنباله فوق وقتی 

nn
a


برابر 

آنگاه دنباله ) عدد حقیقی شود
n
a گوییم اگر حد فوق موجود نباشد دنباله را واگرا می. گوییم را همگرا می.  

دنباله : مثال
n
a

n


شود مقدار  به سمت مثبت بی نهایت نزدیک می nچراکه هر چه . اي همگرا به صفر است دنباله 1

  .گردد به جدول زیر توجه کنید نزدیک میدنباله به صفر 

  



دنباله: قضیه n n
a



1
)را در نظر بگیرید و فرض کنید تابع   )y f x اي باشد که براي هر  بگونهn  داشته باشیم

( )
n
a f n  در این صورت  اگرlim ( )

x
f x l


  آنگاهlim

nn
a l


.  

  .حد دنباله هاي زیر را محاسبه کنید: مثال

) الف
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n
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



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)با فرض : حل )
x

f x
x

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
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  داریم 1
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x x x

xx
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limبنابراین 
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a


 2   
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2
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
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)با فرض : حل )
x

f x
x

2

2
5

2 1



 داریم  

lim ( ) lim lim
x x x

x x
f x

x

2 2

2
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x 2
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x x
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



 



5
2   

limبنابراین داریم 
nn
b

5
2

.  

sin) پ
n
c n

n


   

)با فرض : حل ) sinf x x
x


 داریم  



lim ( ) lim sin
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lim

sin

lim
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f x x
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 
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
2

1

1
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


2
1

lim cos
x x




 




  1
   

limبنابراین 
nn
c 


.  

  .همگرایی و واگرایی هر یک از دنباله هاي زیر را بررسی کنید: تمرین

) الف
n

n
a

n




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sin]) ب   1 ]
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n
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n
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
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) پ
n n

n n n
c

   

  





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1
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))  ت    )n
n
d

n


11   

  :راهنمایی

  .استفوق دنباله ثابت صفر است و لذا همگرا به صفر دنباله  )ب      .دنباله واگرا است) الف

  .است همگرا) نپر عدد(   به دنباله) ت    .است 2دنباله همگرا به عدد ) پ

  



  سریها. 4-4

  ) (نماد سیگما . 4-4-1

  .شود از این نماد بر خلاصه نویسی مجموع استفاده می

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

i m

F i F m F m F n F n     


 1 1   

m,که  n  دو عدد صحیح هستندوm n.  

  :مثال
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i
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
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1
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
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  خواص سیگما. 4-4-2

) الف
n

i

c nc



1

  .عدد ثابت دلخواه است cکه  

  :مثال



i

  
6

1
3 3 6 18   

)) ب ) ( )
n n

i i

cF i c F i
 

 
1 1

  .ثابت دلخواه است عدد cکه  

  :مثال

i ii i 

 
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1 1

10 110   
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F i G i F i G i 
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  
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  :مثال
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i i 
  

  
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)داریم  cبراي هر عدد صحیح ) ت ) ( )
n n c

i m i m c

F i F i c





 

 .  

  :مثال

  )الف

( )
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i i 
 

 
11 142 2

1 3
2   

  )ب

i ii i 
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F i F i F n F m   


 1 m,که  1 n  دو عدد صحیح هستندوm n.  

  :مثال
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  یک عدد صحیح و مثبت باشد آنگاه nاگر : قضیه
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
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  تعریف سري. 4-4-3

دنباله دلخواه  n n
a



1
را در نظرگرفته و از روي آن دنباله  

n
s  سازیم صورت زیر میرا به  

n

n k
k

s a

s a a

s a a a

s a



 











1 1

2 1 2

3 1 2 3

1



   

اگر دنباله 
n
s  همگرا باشد می گوییم سري

n
a  که با نماد

n
n

a





1
دهیم همگرا است و اگر دنباله  نشان می 

n
s  واگرا باشد

limیعنی 
nn
s


می گوییم ) عدد حقیقی نباشد(موجود نباشد  

n
n

a





1
در صورت همگرا بودن دنباله . واگرا است 

n
s  مقدار

حد آن را برابر مقدار سري 
n

n

a





1
در هر حالت در سري . کنیم تعریف می 

n
n

a





1
 ،

n
a گوییم را جمله عمومی سري می.  

در هر یک از موارد زیر بررسی کنید سري داده شده همگرا است یا خیر و در صورت همگرا بودن مقدار آن را : مثال
  .محاسبه کنید

) الف
( )n n n 





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1
1   

در سري داده شده داریم : حل
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a
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
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  دانیم که  از طرفی می 1
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  بنابراین داریم

( )
( )

(

n n n

n k
k k k

s a
k k k k


 



  

  



  
1 1 1

1 1 1
1 1

1 1
1 2 ) (

1
2 

1
3 ) (

1
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  بنابراین

lim lim( ) lim
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است یعنی  1در نتیجه سري همگرا و مقدار آن برابر 
( )n n n 
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
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1 11.  
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n
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
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lnداریم : حل
n

n
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n




1
  دانیم از طرفی می  2
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k
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k

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
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  بنابراین داریم

  

  بنابراین داریم   
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چون دنباله 
n
s  حد ندارد سريln

n

n
n








1

1
  .واگرا است 2

  همگرایی سریهاآزمونهاي . 4-4-4

در سري : آزمون واگرایی. 1
n

n

a





1
limاگر  
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a


  .مخالف صفر باشد آنگاه سري واگرا است 
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سري فوق یک سري متناوب با 
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  .وجود ندارد fمقادیر خارج از بازه فوق مقدار 

  

  سري توانیمشتق گیري و انتگرالگیري  از . 4-5-1
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و انتهاي بازه همگرایی از بازه حذف شوند و یا اضافه شوند که باید بصورت مستقیم با جایگذاري در سري جدید مورد 

  .بررسی قرار گیرند

  .تابعی است که توسط یک سري توانی به صورت زیر تعریف شده است fفرض کنید : مثال
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  .نزولی و حد صفر است لذا سري همگرا استسري فوق یک سري متناوب با جمله عمومی 
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  .بینید تابع را در دامنه خود میدر زیر نمودار 

  



fدامنه ) ب    

( )
( ) ( )

( ) ( )

n n n

n n n

x n x x
f x f x

nn n


 

 

  

  

     
1

2 20 0 0

1
11 1
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  .فوق یک سري متناوب با جمله عمومی نزولی و حد صفر است لذا سري همگرا استسري 
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fنمودار   را در شکل زیر مشاهده می کنید.  
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  .سري فوق یک سري متناوب با جمله عمومی نزولی و حد صفر است لذا سري همگرا است
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  بنا بر آزمون مقایسه سري فوق همگرا است بنابراین
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  .می کنید در زیر نمودار تابع فوق را مشاهده

  

  



  .در زیر می توان نمودارهاي سه تابع مثال را با یکدیگر مشاهده کرد و آنها را با هم مقایسه کرد

  

  سري تیلور و مک لورن. 4-6

)فرض کنید تابع  )y f x  در بازه ) …مشتق مرتبه اول، مشق مرتبه دوم و (و تمام مستقات آن( , )a r a r  
  در این صورت دامنه تابع ) عدد حقیقی باشند. (وجود داشته باشند
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  .حاصل را سري مک لورن می گوییم

  .سري تیلور توابع زیر را بدست آورید: مثال
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  .است و نمودار این سري را در زیر می بینید دامنه این تابع برابر 

  

)اگر نمودار خود تابع  )y f x رسم شود به صورت زیر است  



  

  .همانطور که می بینید این دو نمودار دقیقا مانند هم هستند
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)دامنه تابع فوق بازه بازه  , )1   .نمودار تابع در دامنه آن در زیر ترسیم شده است. است 1



  

  .حال اگر نمودار خود تابع را رسم کنیم بصورت زیر است

  

  .در این مثال یکسان هستند fبا خود تابع  fهمانطور که ملاحظه می کنید سري تیلور تابع 
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  .سري تیلور هر یک از توابع زیر را محاسبه کنید: مثال

)) الف )f x
x


1

1   

  :حل

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ( )

( ) ( ( )

n n

n n

n n

n

n n

n

f x x x x x
x x x

x x

f x x x

   
   

  

  

 

 









 
         
 

  

   

 





0 0

0

0

1 1 11 1 1 11 1 1

1 1 1

1 1 1

  

)) ب ) ln( )g x x 1   

( ) ln( )g x x dx
x




 
11 1   

  با توجه به قسمت قبل داریم
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  بنابراین با انتگرالگیري از سري توانی فوق داریم
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  لذا سري همگرا است بنابراین داریم سري فوق سري متناوب با جمله عمومی نزولی و حد صفر است
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  .صعودي و نزولی بودن دنباله هاي زیر را بررسی کنید.1
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  .شعاع و بازه همگراي هر یک از سریهاي زیر را بدست آورید. 4

) الف
n

n

n
n

x





1

1 3
2

R(:جواب        
2
)=بازه همگراییو  3 , )

2 2
3 3 (  

)) ب )n
n

n x 





1
R( :جواب      2  )=و بازه همگرایی 1 , )1 3 (  

  



  فصل پنجم

  سري فوریه

  

  توابع متناوب. 5-1

)تابع  )y f x  را متناوب با دوره تناوبT  گوییم هرگاه براي هر
f

x D  ،( ) ( )f x T f x .  

  :مثال

)توابع ) الف ) sinf x x  و( ) cosg x x  توابعی متناوب با دوره تناوب2 هستند.  

)توابع ) ب ) tanf x x  و( ) cotg x x  توابع متناوب با دوه تناوب هستند.  

، …، f1  ،f2اگر : نکته
n
f  توابعی متناوب با دوره تناوبT  باشند آنگاه, , ,

n
a a a 1 2    تابع

( ) ( ) ( ) ( )
n n

f x a f x a f x a f x   1 1 2 2   تابعی متناوب با دوره تناوبT خواهد بود.  

)تابع : مثال ) sin cosf x x x 2   .است 2تابعی متناوب با دوره تناوب  3

  نمودار توابع متناوب

)اگر تابع )y f x  متناوب با دوره تناوبT    باشد نمودار تابع در فاصله هاي  0

,[ (n ) , ], ,[ , ],[ , ],[ , ], ,[nT,(n )T],...t nT T T T T    1 0 0 2 1    

  .دقیقا یکسان است

)نمودار تابع : مثال ) sinf x x در فاصله هاي,[ , ],[ , ], 2 0 02  یکسان است.  



  

)نمودار تابع : مثال ) tanf x x در فاصله هاي,[ , ],[ , ],  0 0  یکسان است.  

  

  

  سري فوریه. 5-2

)تابع فرض کنید  )y f x  در فاصله( , )l l )l  0  ( تعریف شده است و براي هرx  داریم( ) ( )f x l f x 2 
  بصورت زیر تعریف می شود fدر این صورت سري فوریه تابع 
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ن آکه در 
n
a و

n
b ضرائب سري فوریه نامیده می شوند و عبارتند از  

( )cos( ) , , ,
l

n l

n x
a f x dx n

l l



 
1 012   



( )sin( ) , , ,
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n l

n x
b f x dx n

l l



 
1 12 3   

  

)سري فوریه تابع : مثال )f x x )را در بازه 2با دوره تناوب  1 , )  محاسبه کنید.  
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  در نتیجه داریم
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  همچنین داریم
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  بنابراین داریم
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)فرض کنید  :مثال )
x

f x
x





  
 
  

0 0
1 0

  .را بیابید fباشد سري فوریه تابع  2تابعی متناوب با دوره تناوب  

( )a f x dx dx
 

 
   0 0

1 1 1
2  



( )cos cos
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بنابراین 
n
b 2 و  0

( )n
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n 
2 1

2
2   در نتیجه 1

sin( )
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f x
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  .همگرا نیست بلکه شرایطی براي این منظور باید فراهم باشد fسري فوریه لزوما به خود تابع  

)فرض کنید تابع : قضیه )y f x  در فاصله( . )l l  تعریف شده و داراي دوره تناوبl2  باشد همچنین( )f x  و
( )f x  در( , )l l بطور قطعه اي پیوسته باشند در این صورت  

)پیوسته باشد سري فوریه به  xدر  fاگر ) الف )f x گرا استهم.  

)پیوسته نباشد سري فوریه به  xدر  fاگر ) ب ) ( )f x f x 
  .همگرا است 2

)تابع  ه سري فوری: مثال )
k x

f x
k x





   
 
  

0
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)را براي فاصله   , )  بنویسید.  

  حل
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زوج داریم  nبنابراین براي 
n
b  kهاي فرد داریم  nو براي  0

n
  بنویسیمدر نتیجه می توانیم  4

,
n n

k
b b

n 2 2 1
40   

  با جایگذاري داریم
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رابرابر  kدر مثال بالا اگر 
)انتخاب کنیم آنگاه داریم  4 )f

 
2 xبا جایگذاري  4


 kو  2


 در سري فویه  4

  فوق داریم
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)تابع  : تعریف )y f x  را زوج گوییم هرگاه براي هر
f

x D ،( ) ( )f x f x   . محورy  ها محور تقارن براي
  .نمودار توابع زوج است

  

)تابع : مثال )f x x   .تابعی زوج است 2

  

)تابع  : تعریف )y f x  را فرد گوییم هرگاه براي هر
f

x D ،( ) ( )f x f x  . مرکز مختصات مرکز تقارن براي
  .نمودار توابع فرد است

)تابع : مثال )f x x   .تابعی فرد است 3



  

)اگر تابع : نکته )y f x  در فاصله[ , ]l l پیوسته باشد آنگاه  

)زوج باشد آنگاه  fاگر ) الف   ) ( )
l l

l
f x dx f x dx


 02.  

)فرد باشد آنگاه  fاگر ) ب   )
l

l
f x dx


 0.  

)بر بازه  fنتیجه اگر تابع , )l l براي  فرد باشد آنگاهn  داریم  1
n
a  nزوج باشد آنگاه  براي  fو اگر  0  1 

داریم
n
b  0   

  : مثال

)سري فوریه تابع تابع ) الف )f x x )بر بازه  2 , )l l  را بنویسید.  

) مقدار سري ) ب )n
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 
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 21

  .را بدست آورید 1

   :حل

چون تابع فوق زوج است لذا داریم ) الف
n
b  nبراي هر  0  1.  
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  بنابراین داریم 
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