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 ( کاربرد مشتق 4-2

 رود به اهداف زير نائل گردد: از دانشجو انتظار مي بخشدر انتهاي اين 

 ماكزيمم و مي نيمم نسبي يك تابع را به دست آورد.( 1

 قضاياي رل و ميانگين را به طور مناسب به كار گيرد. ( 2

 تقعر و تحدب يك منحني را به دست آورد.( 3

 نقطه ي عطف يك منحني را به دست آورد.( 4

 جهت تغییرات تابع 

خوانده ميشود  صعوديدر اين فاصله  f. بنا به تعريف،  fD⊂[a , b] معين فرض مي كنيم، يعني داريم [a , b]را در فاصله  fتابع 

 اگر :

  
 گويند، اگر :  نزولي [a, b]را در فاصله  fتابع 

 
 خوانند.  يكنواصعودي و يا فقط نزولي باشد، تابع را در اين فاصله  [a , b]در فاصله  fاگر تابع 

 قضيه :

 باشد.   0 ´f > (x) پيوسته باشد، )در اين فاصله( موكداً صعودي است، اگر باشد؛ و موكداً نزولي است، اگر Dاگر در فاصله  fاگر  

 ماکزیمم و مینیمم یك تابع

نامند  ، در صورتي كه براي هر مقدار  f ا ماكزيمم مطلق تابعر fR(k(در حوزه تابع  kدر اين صورت عدد  fDتابعي با دامنه  fاگر 

x  درfD  داشته باشيم :k        f(x)    : و بر عكس اگر داشته باشيم  k  f(x)   در اين صورتk  خوانند .  مينيمم مطلقرا 

و  همسايگي آن پيوسته باشد  بنا به تعريف، اين تابع در نقطه  .xرا در نظر مي گيريم . فرض مي كنيم ايت تابع در نقطه  y=f(x)تابع 

x. است اگر به ازاي جميع نقاط  ماكزيمم نسبيx.+x  واقع درهمسايگيx.  : همواره داشته باشيم f(x.+x)f(x.)  

 نيز ماكزيمم يا مينيمم تابع را ، نقاط اكسترمم تابع  f(x.+x)f(x.)) مينيمم نسبي است ، اگر :  .xبه همين ترتيب تابع در نقطه 

 گويند . هر نقطه كه مينيمم يا ماكزيمم مطلق باشد مينيمم يا ماكزيمم نسبي نيز هست.

 شرط لازم ماكزيمم و مينيمم نسبي

 قضيه :

ماكزيمم يا منيمم نسبي ) اكسترمم ( باشد . در ضمن اين  .xو همسايگي آن پيوسته بوده و در  .xدر نقطه  y=f(x)فرض كنيم تابع  

 است .  f´(x.)=0داراي مشتق نيز مي باشد، در اين صورت  هتابع در اين نقط

 تابع نامند.  نقطه بحرانيباشد اين نقطه را  .xاگر مشتق تابعي در يك نقطه مانند 

 قضيه رول

   121221 )(,,, xfxfxxbaxx 

  )()(,,, 121221 xfxfxxbaxx 
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 f(a)فرض مي كنيم  مشتق دارد ضمناً  (a,b)پيوسته بوده و در هر نقطه از فاصله  [a,b]تابعي باشد كه در فاصله  fفرض مي كنيم 

= f(b)  باشد، در اين صورت حداقل بك نقطه مانندc  در فاصله(a,b)  وجود دارد كهf(c)=0  .است 

 تعبير هندسي قضيه رول

 
 )مقدار ميانگين براي مشتق(قضيه ميانگين 

داراي مشتق باشد . دراين صورت  (a,b)پيوسته بوده و در هر نقطه از فاصله باز  [a,b]در همه نقاط فاصله  f(x)فرض مي كنيم تابع 

 وجود دارد كه به ازاي آن داريم (a,b)در فاصله  cلااقل يك نقطه مانند 

f(b) – f(a) = (b-a) – f(c) 
 تعبير هندسي قضيه ميانگين

 
 تحدب و تقعر يك منحني 

،  f(c)اولاً مشتق ، يعني  (c,f (c))( خوانند، اگر در نقطه  تحدب به طرف پايين) تقعر به طرف بالارا داري  fتعريف منحني تابع 

خط مماس  (پايين)در اين همسايگي بالاي  fموجود باشد به طوري كه نمودار  cوجود داشته باشد؛ ثانياً يك همسايگي در نقطه 

 واقع گردد. 

 y= f ( c )+ f(c) (x-c)با فرض وجود مشتق در اين نقطه برابر است با:  ( c , f (c))نقطه  دربر منحني  Dمعادله خط مماس

 نشان دهيم ، داريم: g(x))است  به  xاگر اختلاف عرض هاي هط نقطه از خط مماس و منحني را كه داراي طول 

g(x) = f(x) – [f(c) + f(c ) (x-c)] 



12 | P a g e جزوه ریاضی عمومی 
 

است. ضمناً  Dباشد، نقطه مذكور، پايين خط مماس  g(x) < 0 اگر بوده، و Dبالاي خط مماس  (x , f(x))باشد نقطه  g(x)>0اگر 

 بيان كرد. g(x) است، پس مي توان تعقر و تحدب منحني را برحسب علامت g(c) = 0 روشن است كه

 قضيه

 :                   و همسايگي آن تعريف شده باشد، در اين صورت در نقطه cمفروض باشد و در  fاگر تابع 

 باشد.           به طرف بالا است، اگر در fتعقر منحني (1

 باشد.        به طرف پايين است، اگر در  fتعقر منحني(2

 تعيين ماكزيمم و مينيمم به كمك مشتق دوم

تعريف شده باشد،  c، نقطه بحراني آن باشد. در ضمن فرض مي كنيم  در يك همسايگي x = cتابعي است كه  fفرض مي كنيم 

 در اين صورت داريم : 

 باشد.  ماكزيمم نسبي است اگر ( 1 

 باشد.    مينيمم نسبي است اگر( 2  

 باشد و يا تعريف نشده باشد، آزمون مشتق دوم براي تعيين نوع نقطه بحراني به كار نمي رود.    اگر در اين نقطه

 نقطه عطف

وجود داشته باشد به طوري كه  (a , b)مانند  cاست، اگر يك همسايگي  fنمودار تابع  نقطه عطف نقطه تعريف :

 باشد و يا برعكس.  در فاصله xبراي هر  و  در فاصله xبراي هر 

 باشد.  وجود داشته باشد،دراين صورت لازم است كهباشد و fنقطه عطف نمودار اگر

 قضيه

 M(c , f(c)) باشد، در صورتي نقطهf´´(c)=0وجود داشته، به طوري كه x = cتابعي باشد كه براي آن نقطه اي مانند  fاگر 

 وجود داشته باشد به طوري كه :  (a , b)مانند  cاست كه همسايگي از  fنقطه عطف نمودار 

 1 )f´´(x) در همسايگي مذكور وجود داشته و براي هرx به جز( متعلق به اين فاصلهx ≠ c ،)f´´(x)≠0 .باشد 

 2)f´´(b) , f´´(a) .مختلف العلامت باشند  

 نتيجه

 كنيم : به طور كلي براي تعيين ماكزيمم و مينمم و نقاط عطف يك منحني به ترتيب زير عمل مي

كنيم.  هاي حقيقي آن را تعيين ميابتدا از تابع مشتق گرفته را مساوي صفر قرار مي دهيم. معادله اي به دست مي آيد كه ريشه( 1

 طول نقطه را در تابع قرار داده، عرض آن را تعيين مي كنيم، يعني  فرض مي كنيم كه داريم : 

 ست ماكزيمم يا مينمم يا هيچ كدام باشد. خوانند. اين نقطه ممكن ا fرا نقطه بحراني  Mنقطه  .    

))(,(,)( cfccf 

))(,(,)( cfccf 

 )(cf
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  استفاده كرد. اگر x = aبراي تعيين نوع نقطه بحراني، مي توان از تغيير علامت مشتق در ( 2

 مينمم نسبي است.  Mباشد، نقطه   ،  ماكزيمم نسبي است. اگر  Mباشد، نقطه 

 يعني  استفاده كرد.  براي تعيين نوع نقطه بحراني مي توان از علامت مشتق دوم،( 3

 ماكزيمم نسبي است.  Mباشد نقطه بحراني  الف( اگر

 مينمم نسبي است.  Mباشد نقطه ب ( اگر 

، x = aماكزيمم است. اگر در همسايگي  Mباشد، نقطه  همواره aباشد، اگر در همسايگي  ج ( اگر

متقارن باشد، نقطه  aدر دوطرف  علامت x = aباشد، نقطه مينمم نسبي است. اگر در همسايگي نقطه  همواره

M .ماكزيمم و مينمم نيست بلكه نقطه، نقطه عطف خواهد بود 

 داريم : .دهيم را تشكيل مي دهيم، و آن را مساوي صفر قرار مي براي تعيين نقطه عطف، ابتدا

  

 تغيير علامت مي دهد. x = aدر نقطه  :نقطه عطف است، كافيست نشان دهيم  Aبراي تعيين اينكه نقطه 

 روش هاي تعيين مقدار تقريبي ريشه هاي حقيقي يك معادله

 روش نيوتن 

زيرمجموعه از پيوسته و مشتق پذير باشد و همچنين فرض مي كنيم فاصله اي مانند  در فاصله fفرض مي كنيم تابع 

داراي  و صعودي و يا نزولي باشد( وعني يا وجود داشته باشد، به طوري كه تابع در اين فاصله يكنوا )ي فاصله

است. با توجه به اينكه تابع در اين فاصله صعودي يا نزولي علامت هاي مختلف باشند. بنا به فرض،

 . گردداست، لذا در اين فاصله تنها يك جواب وجود دارد كه

تق فاصله اي را پيدا مي كنيم كه مش ثابت بماند. اگر چنين نباشد با كاهش فاصله،فرض مي كنيم مشتق دوم تابع در فاصله

باشد باشد تعقر به طرف بالا و اگر دانيم اگر در فاصله ايدوم در فاصله موردنظر داراي اين خاصيت باشد. مي

قطع كند؛ يعني در  و ها را در نقطه اي واقع بينxمماسي بر منحني رسم مي كنيم تا محور  Bتعقر به سمت پايين است. از نقطه 

 معادله مماس به صورت زير است :  Bنقطه 

   ، پس داريم : به دست مي آيد، يعنيها قطع مي كنيم، نقطهxآن را با محور 

را به روش مشابه فوق به دست مي آوريم و با ادامه اين روش  بر منحني در نظر مي گيريم و ريشه نزديكتر را به طول نقطه

 معادله را با هر تقريب موردنظري به دست آورد.مي توان ريشه 

 ( مشتق جزئی 4-3
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متغيرها اير داشتن سچند متغيره، به مشتق تابع نسبت به يكي از متغيرها با ثابت نگه توابع، در مورد مشتق جزئييا  ايمشتق پاره

 :شودهاي زير نمايش داده ميبه يكي از صورت x نسبت به متغير f مشتق جزئي تابع .شودگفته مي

 
كارل گوستاو ابداع شد و پس از معرفي توسط  ماري لژاندر-آدرين توسط نماد اين. شودمي استفاده جزئي مشتق نماد عنوان به ∂از 

 .عموميت يافت ژاكوب ژاكوبي

         تعريف كنيم، روبه رورا به صورت  f اگر تابعمثال : 

       :شودمي x نسبت به f آنگاه مشتق

      :خواهد بود y نسبت به f و مشتق

 

  مشتقات مراتب بالاتر

مي  xاست كه اين تابع )يعني مشتق(، خود تابعي از  f = ´y´ (x) مانندپذير باشد،مشتق آن، تابعياي مشتقدر ناحيه y = f(x)اگر تابع 

 ناميد.  y = f(x)تابع  مشتق مرتبه دومباشد. مي توان مشتق آن را به دست آورد، و آن را 

تابع  امnمشتق مرتبه ( ام مجدداً مشتق بگيريم، n-1) اگر عمل مشتق گيري را به همين ترتيب ادامه دهيم، به طوري كه از مشتق مرتبه

y = f(x)  .به دست مي آيد 

 :مثال

 حل :را تعيين كنيد.  3y = 3x  توابعام nمشتق مرتبه 
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