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اول فصل
وپیوستگی حد

مقدماتی تر مفهوم نیازمند مفهوم این دقیق بیان برای که آنجا از است. مشتق مفهوم حسابان بحث در اصلی مفاهیم از یکی

ابتدا منظور این برای می پردازیم. پیوستگی، یعنی آن، از خاص حالت یک و تابع یک حد بررسی به فصل این در هستیم، حد

می کنیم. تعریف را نقطه یک همسایگی

عبارت می دهیم، نمایش Nr(x۰) نماد با را آن که ،r > ۰ شعاع به نقطه این همسایگی صورت این در .x۰ ∈ R کنیم فرض

می شود. تعریف زیر صورت به که حقیقی اعداد مجموعه از زیرمجموعه ای از است

Nr(x۰) = {x ∈ R; x۰ − r < x < x۰ + r} = {x ∈ R; |x− x۰| < r}

R
x۰ − r x۰ + rx۰

Nr(x۰)−{x۰} = {x ∈ R; ۰ < |x−x۰| < r} مجموعه است. حقیقی اعداد از (x۰−r, x۰+r) باز فاصله همان که

می نامیم. نقطه این محذوف همسایگی را

R
x۰ − r x۰ + rx۰

همسایگی یک بر شده تعریف حقیقی تابعی f کنیم فرض می کنیم. بیان را نقطه یک در تابع حد مفهوم از شهودی بیانی ابتدا

باشد). Nr(x۰)− {x۰} چون ،x۰ محذوف همسایگی یک حاوی f تابع تعریف دامنه (یعنی باشد x۰ ∈ R نقطه محذوف

Rx۰
R

ℓ

x f(x)

f

مقادیر بتوانیم گاه هر می دهیم نشان lim
x→x۰

f(x) = ℓ نماد با را خاصیت این و نامیم ℓ حد دارای x۰ نقطه در را f صورت این در

مفهوم از فوق درک باشد. شده نزدیک x۰ به کافی اندازه به x که آن شرط به کنیم ℓ نزدیک دلخواه اندازه به را f(x) یعنی تابع،

توسط بعد به آن از و گردید بیان ریاضی زبان به زیر صورت به وایراشتراوس نام به ریاضیدانی توسط میلادی ١٩ قرن اواخر در حد

شد. پذیرفته حد ریاضی تعریف عنوان به ریاضیدانان سایر
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lim
x→x۰

f(x) = ℓ صورت این در باشد. شده تعریف x۰ نقطه محذوف همسایگی یک در f : D → R کنیم فرض

به باشد داشته وجود ،Nδ(x۰) چون ،x۰ نقطه از همسایگی یک ،Nϵ(ℓ) چون ،ℓ نقطه از همسایگی هر برای هرگاه

یعنی تابع، متناظر مقادیر ،f تعریف دامنه در و Nδ(x۰)− {x۰} محذوف همسایگی از x انتخاب با که گونه ای

بیان زیر خلاصه صورت به فوق تعریف ریاضی، نمادهای از استفاده با بگیرند. قرار Nϵ(ℓ) همسایگی در ،f(x)

هرگاه lim
x→x۰

f(x) = ℓ می شود.

∀ϵ > ۰ ∃δ > ۰ ∀x ∈ D
(
۰ < |x− x۰| < δ ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

)

تعریف

R
x۰ − δ x۰ + δx۰

R
ℓ− ϵ ℓ+ ϵℓ

x f(x)

f

آشنایی برای اینجا، در ما ولی است حد به مربوط ریاضی قضایای اثبات فوق ریاضی تعریف اصلی نقش که داشت توجه باید

می کنیم. بررسی آن از استفاده با را ساده مثال چند تعریف، این با بیشتر

کنید. بررسی حد ریاضی تعریف از استفاده با را زیر حدود از یک هر صحت مثال.

.lim
x→۲

۳x− ۷ = −۱ الف)

(a = ۲ همسایگی شعاع نقش (در δ > ۰ عدد (ℓ = −۱ نقطه همسایگی شعاع نقش (در ϵ > ۰ هر برای دهیم نشان باید

،x ∈ R هر برای که گونه ای به دارد وجود

۰ < |x− ۲| < δ ⇒ |(۳x− ۷)− (−۱)| < ϵ

داشت خواهیم ،|(۳x− ۷)− (−۱)| < ϵ یعنی نهایی، نامساوی از شروع با ،ϵ > ۰ داشتن اختیار در فرض با

|(۳x− ۷)− (−۱)| = |۳x− ۶| = ۳|x− ۲| < ϵ ⇔ |x− ۲| < ϵ

۳

انتخاب ۰ < |x− ۳| < δ شرط با x ∈ R اگر صورت این در کنیم. انتخاب δ ≤ ϵ

۳ شرط با را δ > ۰ است کافی این بنابر

.|(۳x− ۷)− (−۱)| < ϵ آنگاه شود
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. lim
x→−۱

۲x
x۲ + ۱ = −۱ ب)

می دهیم نشان

∀ϵ > ۰ ∃δ > ۰ ∀x ∈ R
(
۰ < |x− (−۱)| < δ ⇒ | ۲x

x۲ + ۱ − (−۱)| < ϵ
)

اینکه به توجه با ،ϵ > ۰ برای

| ۲x
x۲ + ۱ + ۱| = |۲x+ x۲ + ۱

x۲ + ۱ | = |x+ ۱|۲
۱+ x۲ ≤ |x+ ۱|۲

است کافی منظور این برای .|x + ۱|۲ < ϵ که کنیم انتخاب گونه ای به را δ > ۰ است کافی | ۲x
x۲ + ۱ + ۱| < ϵ داشتن برای

شود. انتخاب δ ≤
√
ϵ

. lim
x→x۰

sin x = sin x۰ ج)

می دهیم نشان

∀ϵ > ۰ ∃δ > ۰ ∀x ∈ R
(
۰ < |x− x۰| < δ ⇒ | sin x− sin x۰| < ϵ

)
اینکه به توجه با ،ϵ > ۰ برای اکنون .| sin θ| ≤ |θ| رادیان) حسب (بر θ زاویه هر برای می کنیم مشاهده بعدا

| sinx− sinx۰| = |۲ sin(x− x۰

۲ ) cos(
x+ x۰

۲ )|

≤ ۲| sin(x− x۰

۲ )| ≤ ۲|x− x۰

۲ | = |x− x۰|

آنگاه ۰ < |x − x۰| < δ اگر می شود مشاهده راحتی به صورت این در شود. انتخاب δ ≤ ϵ شرط با δ > ۰ است کافی

.| sinx− sinx۰| < ϵ

. lim
x→x۰

cos x = cosx۰ د)

می شود. گذاشته خواننده عهده به تمرین عنوان به بوده، قبل قسمت مشابه
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شده اند. بیان زیر قضیه در حد اولیه خواص از برخی

صورت این در باشد. شده تعریف x۰ محذوف همسایگی یک در f تابع کنیم فرض

. lim
x→x۰

|f(x)− ℓ| = ۰ اگر تنها و اگر lim
x→x۰

f(x) = ℓ الف)

. lim
x→x۰

|f(x)| = |ℓ| آنگاه lim
x→x۰

f(x) = ℓ اگر ب)

. lim
x→x۰

|f(x)| = ۰ اگر تنها و اگر lim
x→x۰

f(x) = ۰ ج)

ℓ با f مقدار آن از نقطه هر در که دارد وجود x۰ حول محذوفی همسایگی آنگاه ℓ ̸= ۰ و lim
x→x۰

f(x) = ℓ اگر د)

باشد. هم علامت

.(ℓ ≤ ۰) ℓ ≥ ۰ آنگاه lim
x→x۰

f(x) = ℓ و باشد (نامثبت) نامنفی f محذوف همسایگی یک در f مقدار اگر ه)

قضیه

می کنیم. اثبات را (ه) و (د) قسمت فقط خاصیت ها، اثبات در تعریف از استفاده نحوه دادن نشان جهت اینجا در اثبات.
وجود فرض از استفاده با کنیم)، انتخاب ϵ برای می توانستیم نیز دیگری مقادیر که است (بدیهی ϵ =

ℓ

۲ انتخاب با صورت این در .ℓ > ۰ کنیم فرض د)

،Nδ(x۰)− {x۰} محذوف همسایگی در x هر برای که دارد وجود δ > ۰ عدد ،ℓ برابر حد

|f(x)− ℓ| < ϵ =
ℓ

۲

آنجا از و

− ℓ

۲ < f(x)− ℓ <
ℓ

۲

در بود. خواهند مثبت همه محذوف همسایگی این در f مقادیر دیگر، عبارت به .۰ < ℓ

۲ = ℓ − ℓ

۲ < f(x) محذوف، همسایگی این در این بنابر و

می آید. دست به مشابه طور به نتیجه ϵ = − ℓ

۲ انتخاب با ،ℓ < ۰ که حالتی

همسایگی قبل، قسمت بنابر آنگاه ℓ < ۰ اگر .f(x) ≥ ۰ ،x ∈ Nr(x۰) − {x۰} هر برای که باشد داشته وجود Nr(x۰) همسایگی کنیم فرض ه)

،x ∈ Nr′(x۰)− {x۰} هر برای که دارد وجود r′ > ۰ عدد یعنی باشد. منفی نتیجه در و هم علامت ℓ با f آن بر جا همه که دارد وجود x۰ از محذوفی

.f(x) < ۰ فوق، نتیجه طبق دیگر، طرف از و f(x) ≥ ۰ فرض طبق طرف یک از ،x۰ غیر x ∈ Nr(x۰) ∩ Nr′(x۰) برای اکنون .f(x) < ۰

■ .ℓ ≥ ۰ می دهد نشان حاصل تناقض

بر جبری اعمال از استفاده با و ساده ساختار با توابعی اساس بر توابع از بسیاری می شود مشاهده مختلف، توابع بررسی با

حدی رفتار به را توابع حدی رفتار بررسی بعدی قضیه اساس، همین بر می آیند. دست به تقسیم) و ضرب جمع، (مانند توابع روی

می کند. منوط توابع آن تشکیل دهنده اجزای
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و lim
x→x۰

f(x) = ℓ و باشند شده تعریف x۰ نقطه محذوف همسایگی یک در g و f تابع دو کنیم فرض

این در نیز fg و ثابت) λx۰ ∈ R) λf ،f ± g توابع از یک هر صورت این در . lim
x→x۰

g(x) = m

داریم داشته، حد نقطه

lim
x→x۰

(f(x)± g(x)) = ℓ±m , lim
x→x۰

(λf(x)) = λℓ , lim
x→x۰

(f(x)g(x)) = ℓm

خواهد
ℓ

m
برابر حد نقطه این در شده تعریف x۰ محذوف همسایگی یک در

f

g
تابع آنگاه m ̸= ۰ اگر علاوه، به

داشت.

قضیه.

اینجا در آن ارائه از بحث شدن طولانی از جلوگیری جهت ولی است امکان پذیر سادگی به حد تعریف از استفاده با قضیه اثبات

می شود. نامیده فشردگی قضیه نام تحت داشت خواهد زیادی کاربردهای که بعدی قضیه می شود. صرف نظر

همسایگی این در x هر برای شده، تعریف x۰ نقطه محذوف همسایگی یک در h و g ،f تابع سه کنیم فرض

داریم داشته، حد نقطه این در نیز g تابع آنگاه lim
x→x۰

f(x) = lim
x→x۰

h(x) = ℓ اگر .f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)

. lim
x→x۰

g(x) = ℓ

قضیه.

.|g(x) − ℓ| < ϵ ،Nδ(x۰) − {x۰} محذوف همسایگی در x هر برای که گونه ای به دارد وجود δ > ۰ عدد دهید نشان باید ϵ > ۰ برای اثبات.
وجود فرض طبق دیگر طرف از .f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ،Nr(x۰)− {x۰} محذوف همسایگی در x هر برای که دارد وجود r > ۰ عدد فرض بنابه

،h و f توابع برای ℓ برابر حد

∃δ۱ > ۰ ∀x
(
۰ < |x− x۰| < δ۱ ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ یا ℓ− ϵ < f(x) < ℓ+ ϵ

)
∃δ۲ > ۰ ∀x

(
۰ < |x− x۰| < δ۲ ⇒ |h(x)− ℓ| < ϵ یا ℓ− ϵ < h(x) < ℓ+ ϵ

)

نامساوی ۰ < |x − x۰| < δ شرط با x برای می شود مشاهده سادگی به آنگاه کنیم اختیار δ ≤ min{r, δ۱, δ۲} شرط با را δ > ۰ عدد اگر اکنون

■ بود. خواهد برقرار |g(x)− ℓ| < ϵ

نشان باشد ١ از بزرگتر طبیعی عددی n ∈ N اگر کلی، حالت در . lim
x→x۰

√
x =

√
x۰ دهید نشان .x۰ > ۰ کنید فرض مثال.

. lim
x→x۰

n
√
x = n

√
x۰ دهید
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اینکه به توجه با

۰ ≤ |
√
x−

√
x۰| = |

(
√
x−√

x۰)(
√
x+

√
x۰)√

x+
√
x۰

| = |x− x۰|√
x+

√
x۰

≤ ۱
√
x۰
|x− x۰|

که lim
x→x۰

|
√
x−

√
x۰| = ۰ داشت خواهیم فشردگی قضیه از استفاده با ،x → x۰ وقتی راست، سمت عبارت حد بودن صفر و

می آید. دست به مطلوب نتیجه آن از

را b xو ۱
n برابر را a مقدار an − bn = (a− b)(an−۱ + abn−۲ + · · ·+ abn−۲ + bn−۱) اتحاد در اگر نیز کلی حالت برای

آنگاه دهیم قرار x
۱
n۰ برابر

(x
۱
n )n − (x

۱
n۰ )

n = (x
۱
n − x

۱
n۰ )(x

n−۱
n + x

n−۲
n x

۱
n۰ + · · ·+ x

n−۱
n۰ )

آنجا از و

۰ ≤ | n
√
x− n

√
x۰| =

|x− x۰|

(x
n−۱
n + x

n−۲
n x

۱
n۰ + · · ·+ x

n−۱
n۰ )

≤ ۱

x
n−۱
n۰

|x− x۰|

می آید. دست به فشردگی قضیه از استفاده با قبل قسمت مانند نتیجه اکنون

شده بیان رادیان حسب بر (که θ مرکزی زاویه نظیر دایره از قطاعی مساحت ،r شعاع به دایره یک در می کنیم یادآوری تذکر.

بود. خواهد
۱
۲θr

۲ برابر باشد)

θ
r

قطاع مساحت =
۱
۲θr

۲

این در باشد. (۱ برابر شعاع و مختصات مبدا مرکز به (دایره ای مثلثاتی دایره در مرکزی زاویه ۰ < θ <
π

۲ کنیم فرض اکنون

بود. خواهد tan θ برابر AD پاره خط طول و sin θ برابر BC پاره خط طول زیر، شکل مطابق صورت

O A

C

B

θ
sin θ

D

tan θ
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کمتر نیز آن و دایره از OAC قطاع مساحت از کمتر OAC مثلث مساحت می شود، مشاهده نیز شکل این در که همانطور

داشت خواهیم است، ۱ برابر و دایره شعاع برابر OA پاره خط طول اینکه به توجه با بود. خواهد OAD مثلث مساحت از

OAC مثلث مساحت =
۱
۲ sin θ < OAC قطاع مساحت =

۱
۲θ < OAD مثلث مساحت =

۱
۲ tan θ

حالت این در ترتیب، این به

sin θ < θ < tan θ

داشت خواهیم فوق بحث از استفاده با ،−θ ∈ (۰, π۲ ) اینکه به توجه با ،−π

۲ < θ < ۰ که حالتی در

− sin θ = sin(−θ) < −θ < tan(−θ) = − tan θ

سادگی به نامساوی ها این از استفاده با .| sin θ| < |θ| < | tan θ| داشت خواهیم ۰ < |θ| < π

۲ شرط با θ زاویه برای پس

می شود دیده

∀θ ∈ (−π

۲ , ۰) ∪ (۰, π۲ ), cos θ <
sin θ

θ
< ۱

.lim
x→۰

sin x

x
= ۱ می دهیم نشان مثال.

اینکه به توجه با اکنون .cos x <
sinx

x
< ۱ ،(−π

۲ ,
π

۲ ) − {۰} محذوف همسایگی در x هر برای فوق، تذکر به توجه با

.lim
x→۰

sinx

x
= ۱ فشردگی، قضیه بنابر ،lim

x→۰
۱ = ۱ و lim

x→۰
cosx = cos ۰ = ۱

همسایگی این بر g تابع بوده، x۰ ∈ R نقطه محذوف همسایگی یک بر شده تعریف تابع دو g و f کنید فرض تمرین.

اگر .(|g(x)| ≤ M محذوف، همسایگی این در x هر برای که باشد داشته وجود M > ۰ عدد (یعنی باشد کراندار محذوف

. lim
x→x۰

f(x)g(x) = ۰ دهید نشان lim
x→x۰

f(x) = ۰

کنیم. تعریف را نقطه یک در تابع یک راست و چپ حدهای مفاهیم می توانیم کردیم، تعریف را حد مفهوم که همانگونه

این در باشد. (r > ۰ می کنیم فرض آن در (که ،(x۰, x۰ + r) چون بازه ای بر شده تعریف تابعی f کنیم فرض

هرگاه می دهیم نشان lim
x→x+

۰
f(x) = ℓ نماد با را آن و نامیم ℓ برابر راست حد دارای x۰ نقطه در را f صورت

∀ϵ > ۰ ∃δ > ۰ ∀x ∈ (x۰, x۰ + r)
(
x۰ < x < x۰ + δ ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

)

تعریف.
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ℓ برابر حدی x۰ نقطه در f تابع می شود مشاهده سادگی به است. تعریف قابل مشابه نحو به نقطه یک در تابع چپ حد مفهوم

حد، برای شده بیان خاصیت های باشند. ℓ برابر دو هر بوده، موجود نقطه این در تابع راست و چپ حدهای اگر تنها و اگر دارد

هستند. برقرار نیز یک طرفه حدود برای

کنید. تعیین دلیل ذکر با را زیر یک طرفه حدود از یک هر مثال.

. lim
x→۰−

x[
۱
x
] الف)

آنگاه دهیم قرار
۱
x

برابر را a مقدار رابطه این در اگر اکنون .a− ۱ < [a] ≤ a می دانیم ،a حقیقی عدد هر برای

۱
x
− ۱ < [

۱
x
] ≤ ۱

x

داشت خواهیم می شود، نامساوی ها جهت تغییر باعث x بودن منفی اینکه به توجه و x در فوق نامساوی طرفین ضرب با نهایتا

۱− x > x[
۱
x
] ≥ ۱

. lim
x→۰−

x[
۱
x
] = ۱ داریم یک طرفه) حدود (برای فشردگی قضیه از استفاده با ، lim

x→۰−
(۱− x) = lim

x→۰−
۱ = ۱ اینکه به توجه با

. lim
x→۰+

sin۳x
x

ب)

نتیجه در .lim
x→۰

sin۳x
۳x = ۱ داشت خواهیم ،x جای به ۳x کردن جایگزین با ترتیب این به .lim

x→۰

sin x

x
= ۱ کردیم مشاهده قبلا

lim
x→۰

sin۳x
x

= ۳ lim
x→۰

sin۳x
۳x = ۳× ۱ = ۳

پس است. آن حد برابر راست حد مقدار داشته نیز راست حد نقطه این در تابع این دارد حد x = ۰ در
sin۳x
x

تابع چون

lim
x→۰+

sin۳x
x

= lim
x→۰

sin۳x
x

= ۳

. lim
x→۰+

√
x sin(

۱
x
) ج)

داریم ،(۰,∞) بازه بر sin(
۱
x
) تابع بودن کراندار به توجه با . lim

x→۰+

√
x = ۰ می شود مشاهده حد تعریف از استفاده با سادگی به

. lim
x→۰+

√
x sin(

۱
x
) = ۰
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برابر مقداری x۰ نقطه در f تابع خاص، طور به (پس باشد شده تعریف x۰ نقطه از همسایگی یک بر f کنیم فرض

پیوسته x۰ در f گوئیم . lim
x→x۰

f(x) = f(x۰) هرگاه نامیم پیوسته نقطه این در را f صورت این در دارد.) f(x۰)

نقطه این در را f آنگاه lim
x→x−

۰

f(x) = f(x۰) اگر ترتیب، همین به . lim
x→x+

۰

f(x) = f(x۰) اگر است راست

می نامیم. چپ پیوسته

تعریف.

باشد. راست پیوسته و چپ پیوسته هم زمان طور به نقطه این در اگر تنها و اگر است پیوسته x۰ نقطه در f که است روشن

همسایگی یک I هرگاه نامیم بازه این برای درونی نقطه ای را x۰ ∈ I نقطه باشد. حقیقی اعداد از بازه ای I ⊂ R کنیم فرض

بود. خواهد بازه این انتهایی نقطه یا ابتدایی نقطه یا آنگاه نباشد درونی نقطه ای x۰ ∈ I اگر باشد. داشته بر در را نقطه این از

(به بازه انتهای و ابتدا نقاط در بوده، پیوسته I درونی نقاط تمام در تابع این هرگاه نامیم پیوسته I بازه بر را f : I → R تابع

نقطه در و راست پیوسته وجود) شرط (به بازه ابتدای نقطه در (یعنی باشد. داشته یک طرفه پیوستگی بازه) به تعلق و وجود شرط

باشد.) چپ پیوسته وجود) شرط (به انتهایی

بر cos و sin توابع این بنابر . lim
x→x۰

cosx = cos x۰ و lim
x→x۰

sinx = sin x۰ ،x۰ ∈ R هر برای کردیم مشاهده قبلا مثال.

هستند. پیوسته R

است. پیوسته [۰,∞) بازه بر f(x) = n
√
x دستور با f : [۰,∞) → R تابع دهید نشان .n ∈ N کنید فرض مثال.

می گیریم. نظر در را زیر حالت دو x۰ ∈ [۰,∞) برای

(۰,∞) بازه بر f پس . lim
x→x۰

f(x) = lim
x→x۰

n
√
x = n

√
x۰ = f(x۰) کرده ایم مشاهده قبلا حالت این در .x۰ ∈ (۰,∞) الف)

است. پیوسته

از منظور این برای بود. خواهد راست پیوسته x۰ = ۰ در f صورت این در و lim
x→۰+

f(x) = f(۰) می دهیم نشان .x۰ = ۰ ب)

،x ∈ [۰,∞) هر برای که دارد وجود δ > ۰ عدد ϵ > ۰ هر برای می دهیم نشان می کنیم. استفاده تعریف

۰ ≤ x < ۰+ δ ⇒ | n
√
x− n

√
۰| = | n

√
x| < ϵ

کنیم. اختیار δ ≤ ϵn شرط با را δ > ۰ است کافی فوق استلزام داشتن برای ،ϵ > ۰ برای

بود. خواهد پیوسته [۰,∞) بر قبل، قسمت بنابر بوده، راست پیوسته نیز x۰ = ۰ در f پس

کنیم. استفاده زیر قضیه از می توانیم توابع از برخی پیوستگی بررسی برای
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هر صورت این در باشند. پیوسته نقطه این در شده تعریف x۰ نقطه از همسایگی یک در g و f توابع کنیم فرض

آنگاه g(x۰) ̸= ۰ اگر علاوه به هستند. پیوسته نقطه این در نیز fg و ثابت) λ ∈ R) λf ،f ± g توابع از یک

است. پیوسته نقطه این در نیز
f

g
تابع

قضیه

تابع هر می شود مشاهده فوق قضیه از مکرر استفاده با ،R بر ثابت توابع و f(x) = x تابع پیوستگی به توجه با

است. پیوسته R از نقطه هر در p(x) = anx
n + · · ·+ a۱x+ a۰ چون چندجمله ای

نتیجه

است. پیوسته R بر f(x) =


sin x

x۳ + x
x ̸= ۰

۱ x = ۰
دستور با f : R → R تابع دهید نشان مثال.

می گیریم. نظر در را زیر حالت دو x۰ ∈ R برای

ضابطه با جا همه f همسایگی این بر نتیجه در نبوده، ۰ حاوی دارد وجود x۰ از همسایگی یک حالت این در .x۰ ̸= ۰ الف)

x۰ در p(x) = x۳ + x چندجمله ای تابع و sin توابع پیوستگی به توجه با حالت این در است. شده داده f(x) =
sin x

x(x۲ + ۱)
است. پیوسته نقطه این در f(x) =

sin x

x(x۲ + ۱) تابع قبل، قضیه بنابر ،p(x۰) = x۰(x
۲
۰ + ۱) ̸= ۰ که این و

.lim
x→۰

f(x) = f(۰) می دهیم نشان حالت این در .x۰ = ۰ ب)

lim
x→۰

f(x) = lim
x→۰

sinx

x(x۲ + ۱) = lim
x→۰

sinx

x

۱
۱+ x۲ = ۱× ۱

۱+ ۱۲ = ۱ = f(۰)

است. پیوسته R بر آنجا از بوده، پیوسته نیز نقطه این در f پس

زیر قضیه البته است. پیوسته توابع ترکیب قضیه دارد زیادی کاربردهای توابع پیوستگی بررسی برای که قضایایی از دیگر یکی

می پردازد. موضوع این به دقیق تر بیانی با
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همسایگی یک در g تابع اگر . lim
x→x۰

f(x) = ℓ شده، تعریف x۰ نقطه محذوف همسایگی یک در f کنیم فرض

داریم داشته، حد x۰ نقطه در g ◦ f تابع آنگاه باشد پیوسته نقطه این در شده تعریف ℓ نقطه

lim
x→x۰

g(f(x)) = g(ℓ) = g( lim
x→x۰

f(x))

بود. خواهد پیوسته نقطه این در نیز g ◦ f تابع آنگاه باشد پیوسته x۰ در نیز f تابع اگر خصوص، به

قضیه

می کند. بیان را اثبات ایده زیر شکل می شود. نتیجه قضیه مفروضات از استفاده و تعریف از سادگی به قضیه اثبات

R
x۰

R
ℓ

R
g(ℓ)

x f(x) g
(
f(x)

)
f g

g ◦ f

می پردازیم. قضیه این از استفاده نحوه به مثال چند با اثبات، ارائه جای به

کنید. بررسی R بر را f(x) =


sin(

x

۱+ x۳ ) x ≥ ۰
sinx

sin۲ x+ ۱
x < ۰

دستور با f تابع پیوستگی مثال.

می گیریم. نظر در را زیر حالت سه x۰ برای ،f ضابطه به توجه با باشد. دلخواه نقطه ای x۰ ∈ R کنیم فرض

دارای f همسایگی این بر جا همه نتیجه در دارد. وجود (۰,∞) بازه در نقطه این از همسایگی یک صورت این در .x۰ > ۰ الف)

و چندجمله ای q و p توابع آنگاه q(x) = x۳ + ۱ و p(x) = x دهیم قرار اگر بود. خواهد f(x) = sin(
x

۱+ x۳ ) ضابطه

x۰ نقطه در
p(x)

q(x)
=

x

۱+ x۳ تابع نتیجه در .q(x۰) = x۳
۰ + ۱ ̸= ۰ ،x۰ > ۰ چون علاوه به هستند. پیوسته x۰ در نتیجه در

sin(
x

x۳ + ۱) تابع اخیر، قضیه بنابر بوده، پیوسته y۰ =
x۰

x۳
۰ + ۱ نقطه در جمله از و R بر جا همه نیز sin تابع است. پیوسته

بود. خواهد پیوسته x۰ در

گرفتن نظر در با داشت. خواهد f(x) =
sinx

۱+ sin۲ x
ضابطه نقطه این همسایگی یک در f قبل، حالت مانند .x۰ < ۰ ب)

بر g( sin x) =
sinx

sin۲ x+ ۱
تابع فوق قضیه بنابر ،sin تابع پیوستگی و است، پیوسته R بر جا همه که g(x) =

x

۱+ x۲ تابع

است. پیوسته x۰ در خصوص به و R
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قسمت در که همانطور شود. بررسی نقطه این در تابع راست و چپ پیوستگی است لازم تابع، تعریف نحوه به توجه با .x۰ = ۰ ج)

پس است. پیوسته نیز x۰ = ۰ در تابع این خصوص به است. پیوسته R بر جا همه
sinx

sin۲ x+ ۱
تابع شد، اشاره (ب)

lim
x→۰−

f(x) = lim
x→۰−

sinx

sin۲ x+ ۱
= lim

x→۰

sin x

sin۲ x+ ۱
=

sin ۰
sin۲ ۰+ ۱

= ۰

پیوسته (−۱,∞) بازه بر جا همه sin(
x

x۳ + ۱) تابع داد نشان می توان کردیم، مشاهده (ب) و (الف) در آنچه مشابه استدلالی با

نتیجه در است. پیوسته نیز x۰ = ۰ نقطه در تابع این خصوص به است.

lim
x→۰+

f(x) = lim
x→۰+

sin(
x

x۳ + ۱) = lim
x→۰

sin(
x

x۳ + ۱) = sin(
۰

۰۳ + ۱) = ۰

پیوسته R بر f آنجا از بوده، پیوسته نیز x۰ = ۰ در f پس .limx→۰− f(x) = limx→۰+ f(x) = f(۰) = ۰ ترتیب این به

است.

پیوسته توابع خواص

که قضیه این حالت ابتدا می کنیم. بررسی را میانی، مقادیر قضیه نام تحت پیوسته، توابع مهم خاصیت های از یکی بخش این در

می کنیم. بیان را می شود شناخته بولتسانو قضیه نام به

داشته مختلف علامت های f(b) و f(a) عدد دو اگر باشد. پیوسته تابعی بازه این بر f : [a, b] → R کنیم فرض

.f(c) = ۰ که دارد وجود c ∈ [a, b] آنگاه باشند

بولتسانو قضیه

مبتنی قضیه این اثبات می کنیم. مشاهده را پیوسته تابع صفرهای یا صفر وجود بر مبنی بولتسانو قضیه حکم زیر شکل های در

می شود. صرف نظر اینجا در آن ارائه از که است کمال اصل نام تحت حقیقی اعداد مجموعه از خاصیتی بر



١٣

x

y

a b

y = f(x)

f(a)

f(b)

c
x

y

a b

f(a)

f(b)

y = f(x)

c۱

c۲

c۳

می کنیم. مشاهده را آن نمونه یک زیر در که است معادلات برای ریشه وجود اثبات بولتسانو قضیه کاربردهای از یکی

است. حقیقی ریشه یک حداقل دارای x۵ + x۴ − x+ ۲ = ۰ معادله دهید نشان مثال.

با است. پیوسته R بر نتیجه در و چندجمله ای یک f آنگاه باشد شده تعریف f(x) = x۵ + x۴ − x+ ۲ دستور با f تابع اگر

اینکه به توجه

f(−۲) = −۳۲+ ۱۶+ ۲+ ۲ < ۰ و f(۰) = ۲ > ۰

قضیه بنابر ،[−۲, ۰] بازه بر f تابع پیوستگی به توجه با دارد. مختلف علامت های b = ۰ و a = −۲ نقطه دو در f مقدار

داشت. خواهد را ریشه یک حداقل فوق معادله پس .c۵+c۴−c+۲ = ۰ یا ،f(c) = ۰ که دارد وجود c ∈ [−۲, ۰] عدد بولتسانو،

نقطه نام به که را زیر خاصیت آن کاربردهای از دیگر یکی عنوان به باشد. داشته می تواند نیز دیگری کاربردهای بواتسانو قضیه

می کنیم. مشاهده می شود نامیده ثابت

دهید نشان a ≤ f(x) ≤ b ،x ∈ [a, b] هر برای اگر باشد. بازه این بر پیوسته تابعی f : [a, b] → R کنید فرض مثال.

.f(c) = c که دارد وجود c ∈ [a, b]

پیوسته [a, b] بر نیز g تابع ،f پیوستگی به توجه با باشد. g(x) = f(x) − x ضابطه با تابع g : [a, b] → R کنیم فرض

،a ≤ f(a) , f(b) ≤ b اینکه به توجه با حال عین در است.

g(a) = f(a)− a ≥ ۰ و g(b) = f(b)− b ≤ ۰

نتیجه در .g(c) = ۰ که دارد وجود c ∈ [a, b] بولتسانو، قضیه بنابر نتیجه در دارند. متفاوت علامت های نیز g(b) و g(a) پس

.f(c) = c
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کنیم. بیان را میانی مقادیر قضیه تا آماده ایم اکنون

باشد. f(b) و f(a) بین حقیقی عددی k ∈ R بوده، [a, b] بازه بر پیوسته تابعی f : [a, b] → R کنیم فرض

.f(c) = k که دارد وجود c ∈ [a, b] صورت این در

میانی مقادیر قضیه

g(b) و g(a) عدد دو قضیه، فرض به بنا بوده، پیوسته [a, b] بر g آنگاه باشد شده تعریف g(x) = f(x)− k دستور با g : [a, b] → R اگر اثبات.

■ .f(c) = k نتیجه در .f(c)− k = ۰ یا g(c) = ۰ که دارد وجود c ∈ [a, b] عدد بولتسانو، قضیه بنابر دارند. مختلف علامت های

x

y

a b

f(a)

f(b)

k

c

y = f(x)

f(c) = که دارد وجود c ∈ [a, b] دهید نشان باشد. بازه این بر پیوسته تابعی f : [a, b] → R کنید فرض مثال.

.
f(a) + f(b)

۲
یعنی .f(a) ≤ k ≤ f(b) آنگاه k :=

f(a) + f(b)

۲ دهیم قرار اگر .f(a) ≤ f(b) کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون

دارد وجود c ∈ [a, b] می شود نتیجه میانی مقادیر قضیه از ،[a, b] بازه بر f پیوستگی بنابر است. f(b) و f(a) بین عددی k

.f(c) = k =
f(a) + f(b)

۲ که

نماد با را یکتا عدد (این .bn = a که دارد وجود b > ۰ یکتای عدد ،n ∈ N هر برای دهید نشان .a > ۰ کنید فرض مثال.

می دهیم.) نشان n
√
a یا a ۱

n

حال عین در است. پیوسته R بر f که است روشن است. f(x) = xn ضابطه با تابع f کنیم فرض

f(۰) = ۰ و f(a+ ۱) = (a+ ۱)n ≥ ۱+ na > a

b ∈ [۰, ۱+a] میانی مقادیر قضیه بنابر ،[۰, ۱+a] بازه بر f پیوستگی به توجه با بوده، f(۱+a) و f(۰) بین عددی a ترتیب این به

عنوان به را فوق خاصیت با b بودن یکتا اثبات .b > ۰ داریم ،a ̸= ۰ اینکه به توجه با .bn = a یا f(b) = a که دارد وجود
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می گذاریم. خواننده عهده به تمرین

اول. فصل تمرین های

دهید نشان را زیر حدود از یک هر صحت حد، ریاضی تعریف از استفاده با .١

(الف lim
x→−۳

(۱− ۴x) = ۱۳ (ب lim
x→۰

x۲ + x− ۴
x+ ۲ = −۲

(ج lim
x→۲

(x۲ − ۴x+ ۵) = ۱ (د lim
x→۳

(x۲ − ۱) = ۸

(.|
√
x−

√
a| = |x− a|√

x+
√
a

که کنید توجه (راهنمایی: .lim
x→a

√
x =

√
a ،a > ۰ هر برای دهید نشان .٢

کنید. محاسبه را زیر حدود از یک هر مقدار .٣

(الف lim
x→۰

x√
۱+ ۳x− ۱

(ب lim
x→۰

۳
√
۱+ cx− ۱

x
ثابت) c) (ج lim

x→۰

۳
√
x− ۱√
x− ۱

از یک هر ،limx→۰− f(x) = b و lim
x→۰+

f(x) = a اگر باشد. شده تعریف x = ۰ همسایگی یک در f کنید فرض .۴

کنید. تعیین را زیر حدود

(الف lim
x→۰+

f(x۳ − x) (ب lim
x→۰−

f(x۳ − x)

(ج lim
x→۰+

f(x۲ − x۴) (د lim
x→۰−

f(x۲ − x۴)

وجود lim
x→۲

g(x) مقدار آیا . lim
x→۲+

g(x) و lim
x→۲−

g(x) محاسبه است مطلوب .g(x) =
x۲ + x− ۶
|x− ۲| کنید فرض .۵

دهید. توضیح دارد؟

و lim
x→a

f(x) حدود از هیچیک ولی باشد داشته وجود lim
x→a

(f(x) + g(x)) عبارت دارد امکان دهید نشان مثالی با .۶

باشند. نداشته وجود lim
x→a

g(x)

دهید. توضیح را خود دلیل مورد هر در است؟ نادرست کدامیک و درست زیر گزاره های از کدامیک .٧

.lim
x→۴

(
۲x

x− ۴ − ۸
x− ۴) = lim

x→۴

۲x
x− ۴ − lim

x→۴

۸
x− ۴ الف)



١۶

.lim
x→۱

x− ۳
x۲ − ۴ =

limx→۱(x− ۳)
limx→۱(x۲ − ۴) ب)

ندارد. وجود lim
x→a

f(x)

g(x)
آنگاه lim

x→a
f(x) = lim

x→a
g(x) = ۰ اگر ج)

دارد. وجود نیز lim
x→a

g(x) آنگاه باشند داشته وجود lim
x→a

f(x) و lim
x→a

(f(x) + g(x)) اگر د)

.lim
x→۰

f(x) > ۱ آنگاه باشد داشته وجود lim
x→۰

f(x) و f(x) > ۱ ،x هر برای اگر ه)

دارد. حد نقطه این در نیز f تابع آنگاه باشد داشته حد a نقطه در |f | تابع اگر و)

کنید. تعیین را lim
x→۱

f(x) مقدار .lim
x→۱

f(x)− ۸
x− ۱ = ۱۰ کنید فرض .٨

کنید. بررسی بینهایت و x = ۰ در را f(x) = x sin(
۱
x
) تابع حد .٩

کنید. تعیین را lim
x→۰

f(x)

x
و lim

x→۰
f(x) حدود از یک هر مقدار آنگاه lim

x→۰

f(x)

x۲ = ۵ اگر .١٠

.lim
x→۰

√
x۳ + x۲ sin(

π

x
) = ۰ دهید نشان فشردگی قضیه از استفاده با .١١

ثابت عددی C > ۰ آ« در که ،|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y| شرط در x, y ∈ R هر برای f : R → R کنید فرض .١٢

است. پیوسته R از نقطه هر در f دهید نشان نماید. صدق است،

باشد. پیوسته آن بر شده داده تابع که کنید تعیین را حقیقی اعداد از زیرمجموعه بزرگترین زیر، توابع از یک هر مورد در .١٣

(الف f(x) =


x۲ − x

x۲ − ۱ x ̸= −۱, ۱

۱ x = −۱ یا ۱
(ب f(x) =


cosx x < ۰

۱− x۲ x ≥ ۰

است. پیوسته خود تعریف دامنه بر توابع این از یک هر دهید نشان کرده، تعیین را زیر توابع از یک هر تعریف دامنه .١۴

(الف f(x) =
۳
√
x− ۲

x۳ − ۲ (ب f(x) =
sinx

x+ ۱
(ج g(x) =

tan x√
۴− x۲

(د g(x) = sin (
√
۱+ ۱

x
)

(ه h(x) = ۴
√
x+ x۳ cos(x۲ − ۱)

است. پیوسته R بر f(x) =


x۳ sin ۱

x
x ̸= ۰

۰ x = ۰
ضابطه با f تابع دهید نشان .١۵



١٧

نماید. صدق f(xy) = f(x) + f(y) رابطه در x, y ∈ (۰,∞) هر برای f : (۰,∞) → R کنید فرض .١۶

.f(۱) = ۰ دهید نشان الف)

است. پیوسته (۰,∞) بر f دهید نشان باشد پیوسته x = ۱ در f اگر ب)

است. ریشه یک حداقل دارای زیر معادلات از یک هر دهید نشان .١٧

(الف x۱۰ − ۱۰x۲ + ۵ = ۰ (ب cosx = x۲

(ج
√
x− ۵ =

۱
x+ ۳

که دارد وجود |c| < ۱ شرط با c دهید نشان .f(۱) = ۴ و f(−۱) = ۲ و باشد [−۱, ۱] بر پیوسته تابعی f کنید فرض .١٨

.f(c) = π

حداقل دارای f(x) = sin x معادله دهید نشان .f(۲) > ۱ و f(۰) < ۰ و باشد [۰, ۲] بر پیوسته تابعی f کنید فرض .١٩

است. ریشه یک

.f(c) = c که دارد وجود c ∈ [۰, ۱] دهید نشان باشد. پیوسته تابعی f : [۰۱] → [۰, ۱] کنید فرض .٢٠

دهید نشان f(b) < g(b) و f(a) > g(a) اگر باشند. [a, b] بازه بر پیوسته تابع دو f, g : [a, b] → R کنید فرض .٢١

می کنند. قطع را یکدیگر نقطه یک در حداقل تابع دو نمودار

تکمیلی تمرین های

می شود. نامیده دیریکله تایع نام به f(x) =


۱ x ∈ Q

۰ x ∈ R−Q
دستور با f : R → R تابع .١

نیست. پیوسته نقطه ای هیچ در تابع این دهید نشان پیوستگی، تعریف از استفاده با الف)

کنید.) ثابت را خود (ادعای باشد. پیوسته نقطه یک در فقط که بزنید مثال تابعی فوق، تابع از استفاده با ب)

f(c) > ۰ که باشد داشته وجود c ∈ (a, b) اگر باشد. پیوسته تابعی (a, b) بازه بر f : (a, b) → R تابع کنید فرض .٢

است. مثبت تابعی نقطه این از همسایگی یک در f دهید نشان

این در x هر برای اگر باشد. داشته ℓ برابر حدی نقطه این در شده تعریف a نقطه محذوف همسایگی یک در f کنید فرض .٣

.ℓ ≥ ۰ دهید نشان f(x) ≥ ۰ محذوف همسایگی



١٨

c ∈ [a, b] دهید نشان باشند α+ β = ۱ شرط با مثبت عدد دو β و α اگر باشد. [a, b] بر پیوسته تابعی f کنید فرض .۴

.f(c) = αf(a) + βf(b) که دارد وجود

با را خاصیت این و نامیم، ℓ حد دارای بی نهایت در را f باشد. [a,∞) چون بازه ای بر شده تعریف تابعی f کنیم فرض .۵

به x مقادیر آنکه شرط به کنیم نزدیک ℓ به را f مقادیر بتوانیم دلخواه اندازه هر به هرگاه می دهیم نشان lim
x→∞

f(x) = ℓ

وجود N > ۰ عدد ϵ > ۰ عدد هر برای هرگاه lim
x→∞

f(x) = ℓ گوییم ریاضی، زبان به باشند. شده بزرگ کافی اندازه

که گونه ای به باشد داشته

∀x ∈ [a,∞) x > N ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

هرگاه lim
x→−∞

f(x) = ℓ گوییم آنگاه باشد شده تعریف (−∞, a] چون بازه ای بر f اگر ترتیب همین به

∀ϵ > ۰ ∃N > ۰ ∀x ∈ (−∞, a] x < −N ⇒ |f(x)− ℓ| < ϵ

دهید. نشان را زیر حدود از یک هر صحت بالا، تعریف کمک به

(الف lim
x→∞

x۲ − x

x۲ + ۱ = ۱ (ب lim
x→−∞

(x+
√

x۲ − x) =
۱
۲


